A.U.FEN FAKULTESI MATEMATIK BQLUMU
MAT3302 FINAL SINAVI SORULARI ve COZUMLERI

1. (a) Zj2 halkasimin biitiin maksimal ideallerini belirleyiniz.

Coziim: Zj halkasiin idealleri Zio, (2), (3), (4), (6), (0) olup ideallerin Hasse di-
yagrami

seklindedir. Boylece Z12 nin maksimal idealleri (2) ve (3) dir.

b) Q[x] polinomlar halkasmda f(x) = z* — 323 + 22 + 1 polinomu veriliyor. Buna gére
4
f(x) polinomunun x — 5 pohnomuna bolimiinden kalani belirleyiniz.

Céziim: f(z) = 2'—323+22+ 1 € Q[z] polinomunun z— % polinomuna béliimiinden
kalan, Kalan Teoremi geregince f ( )= 3 dir.

2. Zz|x) polinomlar halkasinda f(z) = 322 + 2 ve g(z) = 2* + 522 + 2z + 2 polinomlar
veriliyor. Buna gore;

(a) ebob(f(x),g(x)) = d(x) polinomunu bulunuz.

Coziim: Bolim algoritmasini ardigik olarak uygulayacak olursak,

2
&
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f(x)(52® +3) +2x +3
f(x) = 2z + 3)(5z + 3)

elde edilir. Boylece f(z) ve g(z) polinomlar igin en biiyiik ortak bolen adayr 2z + 3
dir. En biiyiik ortak bolenin monik olmasi gerektiginden ebob(f(z),g(x)) = d(x) =
4(2x +3) =z + 5 dir.

(b) d(x) = f(x)s(z)+g(x)t(z) olacak sekilde s(z), t(x) € Z7[z] polinomlarim belirleyiniz.
Coziim: d( ) =4(2 )x +3) = 4(g(x)— f(2)(522+3)) = f(x)(z*+2)+g(x)4 oldugundan

s(x) = 2% + 2 ve t(x) = 4 seklindedir.



3.

(a)

Zs[z] polinomlar halkasinda f(z) = 2z% + 22 + 3 polinomu indirgenmez midir?
Aragtiriniz.

Céziim: der(f(x))=3 ve f(0) # 0,f(1) # 0.£(2) # 0,f(3) # 0 ve f(&) # 0

oldugundan f(x) polinomu Zs[z| polinomlar halkasinda indirgenmezdir.

(b) p(z) = 22° — 272% + 3 € Q[z] polinomu veriliyor. P = (p(z)) olmak iizere Q[z]/P

boliim halkasi bir cisim midir? Aragtiriniz.

Cozlim: p = 3 asali i¢in 3 | 3, 3 [ —27, 3 1 2 ve 32 t 3 oldugundan Eisen-
stein Indirgenmezlik Kriteri geregince p(z) polinomu Q[z] halkasinda indirgenmezdir.
Boylece Q[z]/P boliim halkasi bir cisimdir.

Z3[z] polinomlar halkasimin P = (2% + 1) ideali veriliyor. Buna gére Zs[z]/P boliim
halkasinda 2z + 1 + P elemaniin carpimsal tersini bulunuz.

Coziim: p(z) = 22 +1 ve f(x) = 2z + 1 olmak iizere ebob(p(z), f(z)) = d(x)
polinomunu bulmak igin boliim algoritmasini uygulayacak olursak,

p(2) = f(a) (2 +2) +2

elde edilir. En biiyiik ortak bolenin monik olmasi gerektiginden d(x) = 2.2 = 1 dir.
Buradan

L=2(p(z) — f(2)(22 + 2))
1+P=2p(x)— f(x)2xz +2))+ P
1+P=2(x)+ P+ f(z)(2x+2)+ P
1+P=f(z)(2z+2)+P
1+P=(f(z)+P)2z+2+P)

oldugundan 2x + 1 + P elemanimin carpimsal tersi 2z + 2 + P dir.

R = Zs halkas1 ve G = S5 = {(1), (1,2)} simetrik grubu veriliyor. Bu durumda R[G]|
grup halkas: sifir bolensiz midir? Arastiriniz.

Coziim: R[G] = {0(1)40(1,2), 1(1)+0(1,2), 0(1)+1(1,2), 1(1)+1(1,2)} seklindedir
ve sifir1 0(1) + 0(1,2) dir. 1(1) + 1(1,2) € R[G] i¢in
[1(1) + 1(1,2)][1(1) + 1(1,2)] = 1(1) + 1(1,2) + 1(1) + 1(1,2)
=0(1)+0(1,2

oldugundan R[G] grup halkas: sifir bolensiz degildir.



