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Oklid uzayimnda her noktasinda sifir ortalama egrilige sahip bir yiizey minimal yiizey
olarak adlandirilir. Lorentz-Minkowski uzayinda ayni 6zellige sahip spacelike yiizeyler
ise maksimal ytizeyler olarak bilinir. Bu tez calismasinin temel amaci Oklid uzaymda
minimal yiizey iiretmek icin kullanilan yontemlerden bazilarini ele almak ve Lorentz-

Minkowski uzayinda kullanarak maksimal yiizey iiretmektir.

Tez su sekilde diizenlenmigtir. Birinci boliim, minimal ve maksimal yiizey teorisinin
tarihcesine ayrilmistir. Ikinci boliimde, tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan
bazi temel tanim ve teoremler verilmistir. Uciincii boliimde, minimal ve maksimal
yiizeylerin Weierstrass-Enneper gosterimlerinden bahsedilmigtir. Ayrica 3-boyutlu
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A surface is called a minimal surface if it has vanishing mean curvature at every
point. In Lorentz-Minkowski space, spacelike surfaces having the same properties
are known as maximal surfaces. The main goal of this thesis is to consider some of
the methods used to construct minimal surfaces in Euclidean space and to construct

maximal surfaces using them in Lorentz-Minkowski space.

The thesis has been organized as follows. The first chapter is devoted to the history
of minimal and maximal surface theory. In the second chapter, some of the basic
definitions and theorems that will be needed for other sections of the thesis are
given. In the third chapter, Weierstrass-Enneper representations of minimal and
maximal surfaces are mentioned. Also, the Bjorling formula is given in 3-dimensional
Euclidean and Lorentz-Minkowski spaces. The original part of the thesis is the fourth
chapter. In this chapter, new examples of maximal surfaces are obtained by using
the Bjorling formula. In the last section, the studies in the previous sections are

evaluated and the thesis is completed.
March 2021, 72 pages
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1. GIRIS

Oklid uzayinda diizgiin bir parametrik yiizeyin her noktasinda ortalama egriligi sifir
ise ylizey, minimal olarak adlandirihir. Minimal yiizeyler, diferensiyel geometride
yiizeyler teorisinin 6nemli bir sinifidir. Bu yiizeyler mimarhkta, sanat ve doga bil-
imlerinde yaygin olarak kullanihirlar. Oklid uzayimnda minimal yiizey calismalar1 1762
yilinda Lagrange tarafindan ortaya konulan ”3-boyutlu uzayda verilen bir egriyi sinir
kabul eden yiizeyler icerisinde minimum alana sahip olan yiizey bulunabilir mi?”

problemi ile baglamigtir.

Her M C R3 yiizeyi donme hareketi altinda lokal olarak diferensiyellenebilir bir

fonksiyonun grafigi olarak
M = {(z,y,2) € R’z = u(z,y)}
seklinde yazlabilir. Lagrange yaptigi hesaplamalarla su sonucu elde etmistir: Eger
(1+ ui)uyy — 2U Uy Uy + (1 + uz)um =0

ikinci dereceden quasi-lineer eliptik kismi diferensiyel denklemi saglaniyor ise M,

minimal bir yiizeydir. Bu kismi diferensiyel denklem divergens formunda

div <—V“ ) =0
V14 |Vul|?
seklinde ifade edilebilir. Bilinen ilk minimal yiizey Ornekleri 1741 yilinda Euler
tarafindan bulunan diizlem ile katenoid yiizeyi ve 1776 yilinda Meusnier tarafin-
dan bulunan helikoid yiizeyidir. Ayrica Meusnier, Lagrange’in varyasyon prob-
leminin kritik noktasi olarak verdigi minimal yiizey tamiminin yiizeyin ortalama
egriliginin sifir olmasina denk oldugunu gostererek geometrik bir yorum vermistir.
1830-1890 yillar1 arasinda Enneper, Scherk, Schwarz, Riemann ve Weierstrass gibi
iinlii matematikciler tarafindan minimal yiizey teorisinin kompleks analiz alanina
uygulanmasi ile 6nemli gelismeler yasanmistir. Ayrica bu yillarda Plateau, mini-
mal yiizeylerin fiziksel olarak sabun kopiikleriyle elde edilebilecegini gozlemlemistir.

Telden yapilmig bir ¢ergevenin sabunlu suya batiritlip cikarilmasiyla ince bir film
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halinde bir sabun zar1 elde edilir. Bu zar, sinir1 bahsedilen ¢ergeve olan bir minimal

yiizey ornegidir. Bundan dolayi, bir egri ile sinirlandirilmig minimal yiizey elde etme

problemi ”"Plateau problemi” olarak bilinmektedir.

Sekil 1.1 Sinirlar tel gerceve olan sabun kopiigii ile elde edilmig iki minimal yiizey

ornegi

Minimal yiizeyler, Alman mimar Frei Otto’nun ilgisini ¢ekmis ve iinlii mimarin yap-
tig1 caligmalarla uygulama alani bulmustur. Frei Otto, telden yapilmig gerceveleri
kullanarak sabun képiikleri yardimiyla minimal yiizeyler elde etmig ve bunlar iinli

mimarin bir¢ok tasarimina ilham kaynagi olmugtur (Giiner 2016).

|

Sekil 1.2 Frei Otto’'nun sabun kopiikleri ile elde ettigi formlar

1835 yilinda Scherk kendi ismi ile anilan yeni bir minimal yiizey 6rnegi elde etmigtir.

Bu yiizey, bir oteleme yiizeyidir ve bu tip yiizeyler icerindeki tek minimal yiizey



Sekil 1.3 Frei Otto tarafindan tasarlanan Miinih Olimpik Parkindaki spor tesis-

lerinin ¢atisi

ornegidir. Scherk, daha sonra tiim minimal regle yiizeyleri elde etmeye caligmig
ancak bu problem Catalan tarafindan 1842 yilinda ¢oziilmiistiir. Catalan, helikoid
yiizeyinin R? uzayinda tek minimal regle yiizey oldugunu ispatlamistir. 1914-1950
yillar1 arasinda minimal yiizeyler, kismi diferensiyel denklemler teorisinde ele alinmig
ve Bernstein, Courant, Douglas, Morrey, Mors, Rado, Shiffman gibi matematikgi-
lerin bu teoriye 6nemli katkilar: olmugtur. Douglas, Plateau problemini ¢ézerek 1936
yilinda matematigin nobeli olarak bilinen Fields madalyasini kazanmigtir. 1960 h yil-
lardan itibaren Calabi, do Carmo, Chern, Gulliver, Finn, Nitsche, Osserman ve bazi
diger matematikgilerin 6l¢iim teori, integrallenebilir sistemler, konformal geometri,
fonksiyonel analiz gibi birka¢ disiplini birlikte kullanmasi, minimal yiizey teorisine
yeni bir bakig agis1 kazandirmigtir (Perez 2017). Daha sonra bilgisayarlarin da kul-
lanimi ile kendi kendini kesmeyen birgok yeni minimal yiizey 6rnegi elde edilmigtir.

Bununla birlikte bu yiizeylerin simiflandirilmasi gibi yeni problemler ortaya cikmigtir.

3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda ortalama egriligi her noktasinda sifir olan
spacelike yiizeyler, lokal olarak alan integralinde maksimum olma durumunu ifade
ederler. Bu nedenle bu tip yiizeyler maksimal yiizey olarak adlandirilir. Ortalama
egriligi her noktasinda sifir olan timelike yiizeyler ise minimal yiizey olarak bilinir;
ancak bu tip ylizeylerin alan cinsinden bir geometrik yorumu verilmemigtir. Dort

boyutlu uzayda yapilan caligmalarda maksimal ya da minimal yiizey yerine sifir or-



talama egrilikli yiizey isimlendirmesi daha yaygindir.

Literatiirde minimal ve maksimal yiizey elde etmek icin yapilmig cesitli caligmalar
mevcuttur. Bunlardan bir tanesi Weierstrass-Enneper gosterimleri, bir digeri ise
Bjorling problemidir. Modern teori acisindan Karl Weierstrass ve Alfred Enneper’in
yaptiklar1 cahsmalar oldukca énemlidir. Bu calismalarla Oklid uzayinda minimal
yiizeyler ile kompleks analiz arasindaki yakin iligki ortaya konmug, minimal yiizey-
lerin analitik (holomorf) fonksiyonlar yardimiyla ifade edilebilecegi gosterilmigtir
(Barbosa ve Colares 1986, Osserman 1989, Dierkes vd. 1992). Daha sonra maksi-
mal yiizeyler i¢in de benzer ¢aligmalar yapilmigtir (Kobayashi 1983, Lopez vd. 2000).
Bjorling problemi ise verilen bir egriyi iizerinde parametre egrisi olarak barindiran
minimal yiizey elde etme problemidir ve Bjorling tarafindan ortaya konulmug (Bjor-
ling 1844), Schwarz tarafindan kompleks degiskenler yardimiyla ¢oziilmiistiir (Schwarz
1890). Daha sonra bu problem cesitli uzaylarda ele alinmig, ¢oziimii elde edilmigtir.
Ornegin; L? uzayinda maksimal yiizeyler icin (Alias vd. 2003), minimal yiizeyler
icin (Chaves vd. 2011, Kim vd. 2011), Lie gruplarinda ise (Cintra vd. 2016). Son
zamanlarda yapilan bir calismada ise Bjorling problemi kullanilarak yeni minimal
yiizey ornekleri elde etmek icin bir yontem geligtirilmisgtir (Lopez ve Weber 2018).
Ayrica bu problem sifirdan farkli sabit ortalama egrilikli yiizeylere de genigletilmigtir

(Brander ve Dorfmeister 2010).

Bu tez caligmasinin temel amaci, L? uzayinda yeni maksimal yiizey ornekleri elde
etmektir. Burada maksimal yiizeyler i¢in verilen Bjorling formiilii kullanilarak ¢em-
ber ya da helis egrisini iceren maksimal yiizeyler arastirilmistir. Bu ylizeylerin
parametrik denklemleri acik bir sekilde elde edilmis, ayrica Weierstrass-Enneper gos-
terimleri de verilmistir. Ayrica daha 6nce Kobayashi tarafindan verilen maksimal
donel yiizeyler, dérdiincii boliimde elde edilen yiizeylerin 6zel hali olarak kargimiza

cikar. Yapilan hesaplamalar ve ¢izimler icin Mathematica programi kullanilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde Oklid uzayinda, Lorentz-Minkowski uzayinda ve kompleks fonksiyonlar

teorisinde yer alan bazi temel tanim, kavram ve teoremlere yer verilecektir.

Tanim 2.1. M, N diferensiyellenebilir manifoldlar ve ¢ : M — N diferensiyel-
lenebilir bir déniigiim olmak iizere; p € M i¢in dip, : T,(M) — Ty (N) tiirev
doniigiimii bire-bir ise ¢, bir immersiyon (daldirma) olarak adlandirihr (Do Carmo

1976).

Tamim 2.2. U C R? basit baglantih agik bir kiime ve ¢ : U — R3, ¢ = (u,v),
C* (k > 2) sinifindan bir immersiyon olsun. ¢ doniigiimii, R? uzaymda parametrik
bir yilizey tanimlar. v, ve 1, sirasiyla u ve v degigkenlerine gore kismi tiirev olmak
iizere; eger

|1/Ju| = |¢v| ve <¢U7¢U> =0 (2'1>

esitlikleri saglaniyor ise v bir konformal doniigtimdiir.

A =[] = [

olmak iizere; U ciimlesi iizerine indirgenen metrik

ds* = N} (du® + dv?) (2.2)
seklindedir ve (u,v), ¥ doniigiimii ile elde edilen yiizeyin izotermal parametresidir
(Barbosa ve Colares 1986).

Teorem 2.1. U basit baglantih agik bir ciimle ve ¢ : U — R3, C* (k > 2) simfindan
bir immersiyon olsun. @Z = 1) 0 ¢ konformal déniisiim olacak sekilde C* simifindan

bir diffeomorfizm ¢ : U — U vardir (Spivak 1979).

M baglantih yonlendirilebilir bir yiizey ve X : M — R3, C* simfindan bir immer-
siyon olsun. Teorem 2.1 den yiizeyin her noktasinin, (u,v) izotermal parametrenin
tanimli oldugu bir komsuluga sahip oldugu soylenebilir. Bu durumda M iizerine

indirgenmis metrik lokal olarak
ds* = N|dz|*, z=u+iv (2.3)
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dir. Bu gekilde bir koordinat degigimi konformal doniigiimdiir.
M bir yiizey ve p € M noktasinin iki komsulugu U ve U’ olsun. ¢, : U — R2,

¢!+ U — R? olmak iizere;
Pupu 1 euUNT) = @ (UNT)

holomorf (analitik) ise M yiizeyi bir Riemann yiizeyidir. Bir Riemann yiizeyi iiz-
erinde kompleks (konformal) yap1 vardir. Riemann yiizeyinin en basit 6rnekleri C
kompleks diizlemin kendisi, her U C C bolgesi (kompleks diizlemin her baglantili
acik altkiimesi), genigletilmis kompleks diizlem C = C U {co} (Riemann kiiresi) dir.

Tanim 2.3. (Riemann yiizeyi) Bir Riemann yiizeyi lokal homeomorfizm ailesi tarafin-
dan tanmimlanan konformal yapr ile birlikte baglantili bir Hausdorff uzaydir (Ahlfors
ve Sario 1960).

M vyiizeyi izotermal parametrelemelerin bir ailesi ile birlikte bir Riemann yiizeyi
olarak adlandirhir ve z = u + v cinsinden koordinat degigimi holomorftur (Barbosa

ve Colares 1986). Bir Riemann yiizeyi {izerinde, lokal olarak

9 _17(9 .90 o _1(o .9 (2.4)
9z 2\ou ‘ov) ¢ 9z 2\ou " ow '

Wirtinger operatorlerini géz 6niine alahm. f : M — C kompleks degerli diferensiyel-
lenebilir bir fonksiyon olsun. Cauchy-Riemann denklemleri kullanilarak su sonucglar

elde edilir:

0
1. f fonksiyonu holomorftur gerek ve yeter kogul 8_f =0 dir.

2. f fonksiyonu anti-holomorftur gerek ve yeter kogul —— =0 dir.

0z
Tamim 2.4. M C R? regiiler bir yiizey ve yiizeyin birim normal vektoér alani N
olsun. p € M, v, € T,M igin yiizeyin sekil operatérii S(v,) = —D, N dir (Gray vd.
1998).

Tanmim 2.5. M C R3 regiiler bir yiizey ve S yiizeyin sekil operatérii olsun. p € M

noktasinda yiizeyinin Gauss ve ortalama egriligi K, H : M — R sirasiyla

K(p) = det(S(p) ve H = i=(S(p)

seklinde tammlanir (Gray vd. 1998).



Tanim 2.6. M = (u,v) C R? regiiler parametrik bir yiizey ve yiizeyin birim

— Yu Xty
[ Xy |

normal vektor alant NV olsun.

FE = <wu,¢u> ) F= <'¢ua¢v> ) G= <1/]v71/]v>

katsayilar1 ylizeyin

ds® = Edu® + 2F dudv + Gdv?

birinci temel formunun katsayilaridir.

€ = _<wU7Nu> = <wu'u’N>
f= _<¢U7Nv> = <¢uv>N> = <¢vu>N> :_<wvaNU>
g = _<¢U7Nv> = <77Z)UU>N>
katsayilar1 yiizeyin
edu® + 2 fdudv + gdv?

ikinci temel formunun katsayilandir (Gray vd. 1998).

Teorem 2.2. ¢ : U C R? — R3 M = #(u,v), parametrik yiizeyinin Gauss ve

ortalama egrilikleri sirasiyla

B eqg — f2 _eG-2Ff+ Eg
K=%c—m ™ "= Sma—m

dir (Gray vd. 1998).

Tanim 2.7. Diizgiin bir yiizeyin her noktasinda ortalama egriligi sifir ise yiizeye

minimal yiizey denir (Gray vd. 1998).

Onerme 2.1. Diizgiin parametrik bir ¢ : U — R? yiizeyi ve U icinde siirh bir
D C U bolgesi alahm. D kiimesi, D bolgesi ile 9D siiriin birlesimi olmak iizere;
1 yiizeyi minimaldir gerek ve yeter sart tiim D bélgeleri ve ¢(D) goriintiisiiniin tiim

normal varyasyonlar i¢in A’(0) = 0 dir. (Do Carmo 1976).

Yani bir ¢ minimal yiizeyindeki her sinirli ¢(D) bdlgesi, bu bélgenin her normal

varyasyonunun alan fonksiyonunun kritik noktasidir.
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Tamm 2.8. R3? reel vektor uzayi ve m = (mq, mg, ms3),n = (ny,ny,n3) € R olmak

iizere; Lorentz-Minkowski uzay1 L3 = (R?, (,)), iizerinde
(m,n) = ming + mong — mans

metrigi tamimh bir metrik uzaydir ve bu metrige de Lorentz metrigi denir (Lopez

2014).

Tanim 2.9. Herhangi bir m € L? vektorii

(mym)> 0 veya m=0 ise spacelike vektor
(m,m) < 0 ise timelike vektor

(m,m) = 0 ise lightlike (null) vektor
olarak adlandirilir (Lopez 2014).

Tamim 2.10. m,n € L3 olsun. m x n Lorentz vektorel carpimi, VI € L3 icin

(m x n,l) = det(m,n,l) seklinde tanimhdir (Lépez 2014).

L3 uzayinda metrik goéz oniine alinirsa m,n € IL3 icin Lorentz vektorel carpim
i —k
mXn=,|m; myg Mg
ny N2 N3

olup m X n = (mans — mgnae, many — myng, many — mins) seklinde verilir.

Tanim 2.11. L3 uzayinda, o : [ C R — L3 bir egri olsun. ¢t € I igin o/(t) spacelike,
timelike ya da lightlike bir vektor ise « egrisi t noktasinda sirasiyla spacelike, timelike
ya da lightlike egridir denir. V¢ € I i¢in bu durum gecerli ise a egrisi sirasiyla

spacelike, timelike ya da lightlike bir egridir (Lopez 2014).

M, basit baglantili bir yiizey ve X : M — L? bir immersiyon olsun. Yani dX,, :

T,M — R? doniigiimii bire-birdir. Pullback metrigi goz 6niine alinsin.

Tamim 2.12. M bir yiizey olsun. X : M — L3 immersiyonu, VP € M icin
(T,M, X*((,)p)) tim tanjant diizlemlerinin spacelike, timelike ya da lightlike ol-

masina bagl olarak sirasiyla spacelike, timelike ya da lightlike immersiyondur (Lopez
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2014).

Spacelike ve timelike immersiyonlar dejenere olmayan immersiyonlardir.

Tanim 2.13. U C L2 basit baglantih acik bir kiime ve ¢ : U — L3, C* (k > 2)
simfindan spacelike bir immersiyon olsun. 1 doniisiimii L3 uzayinda parametrik bir

yiizey tanimlar. Eger
[Yul = o] ve  (Yu,1bu) =0 (2.5)

esitlikleri saglaniyor ise ¢ bir konformal doniigiim olarak adlandirilir.

A =[] = [ty

olmak iizere; U ciimlesi iizerine indirgenen metrik
ds®> = \*(du® + dv?) (2.6)

seklindedir ve (u,v), ¢ doéniigiimii ile elde edilen yiizeyin izotermal parametresidir.

L3 uzayimnda, M yiizeyi iizerine indirgenen metrik pozitif tanimh Riemann metrigi ise
X : M — L3 immersiyonu bir spacelike yiizeydir. Yani her maksimal immersiyon,
lokal olarak bir maksimal yiizey belirtir. Spacelike ya da timelike yiizeyler dejenere
olmayan yiizeylerdir. Lorentz-Minkowski uzayinda bir yiizey, sahip oldugu birim
normal vektor alani kullanilarak su gekilde karakterize edilebilir: M bir yiizey ve

yiizeyin birim normal vektor alant N olmak iizere;

—1, M spacelike yiizey

(N,N) =¢€=
1, M timelike yiizey

dir.
Tamim 2.14. M bir yiizey ve X : M — L3 dejenere olmayan bir immersiyon olsun.

Ortalama egrilik vektorii

1.
H= Ezz(a)

dir. Yiizeyin ortalama egriligi ise ﬁ = HN oldugundan
H=c(H,N)

dir (Lopez 2014). Burada o : x(M) x x(M) — (x(M))* ve x(M) tanjant vektor

alanlarinin uzayim ifade eder



Sonug 2.1. Dejenere olmayan bir yiizeyin Weingarten doniisiimii A olmak {izere;

yilizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla

€

K =edet(A) ve H= izz(A)

dir (Lopez 2014).

Parametrik bir yiizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri, yilizeyin birinci ve ikinci temel
formlarinin katsayilarina bagh olarak elde edilebilirler. ¢ : U C R? — L3, ¢ =
¥ (u,v), dejenere olmayan X immersiyonunun lokal bir parametrizasyonu olmak
lizere; yiizeyin birinci temel formunun katsayilari Oklid uzaymnda Tanim 2.6 da ver-
ildigi gibidir. N = 2% jcin ikinci temel formun katsayilar yine Oklid uzayna

[Phu X 1o |
benzer sekilde verilir:

e = _<¢U7Nu> 2 <¢uuaN>
[ = _<wuan> = _<wv7Nu> = <wuvaN>
g = _<¢’U7N’U> = <wvvaN>

dir ve hesaplamalar yapilirken metrik géz oniine alinmaldir. Yiizeyin Gauss ve

ortalama egrilikleri yiizeyin karakterizasyonuna baglh olarak sirasiyla

K_Eeg—f2 vo H_éeG—QFf—i—Eg
~ EG - F? - 2(EG - F?)

seklindedir (Lopez 2014). Ortalama egriligi her noktasinda sifir olan spacelike
yiizeyler, maksimal yiizey olarak adlandirilirken timelike yiizeyler ise minimal yiizey

olarak adlandirilir.

Tanim 2.15. Eger bir D bdlgesinin icinde bulunan her basit kapali cevre, yalniz
D nin noktalarini iceriyorsa bu durumda D bdlgesine basit baglantili bolge denir
(Brown ve Churchill 1984). Ornegin; D = {z : |2| = 1} birim diski basit baglantih
bir bolge iken D = {z : 1 < |z| < 2} ¢ok baglantil bir bélgedir.

Bir bagka ifadeyle, icindeki her kapali egri séz konusu kiimeden ayrilmadan icinde
bulunan bir noktaya siirekli olarak biiziilebilen bolgeye basit baglantili bolge denir.

Ornegin; kiire yiizeyi basit baglantili bir bolge iken tor yiizeyi degildir.
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Tanim 2.16. Kompleks degerli bir f fonksiyonunun bir zy noktasinda ve bu nok-
tanin bir komsulugunda bulunan her noktasinda tiirevi mevcut ise f fonksiyonu z
noktasinda holomorftur ya da analitiktir denir. Acik bir D kiimesinin her noktasinda
tiirevi mevcut ise f, D de holomorftur (analitiktir) denir (Brown ve Churchill 1984).

Ornegin; f(z) = 22 fonksiyonu tiim kompleks diizlemde holomorf bir fonksiyondur.

Bir f fonksiyonu |z — 2| < R acik dairesinde holomorf olsun. Bu durumda f(™(z)
(n=1,2,...) tiirevleri mevcuttur. Eger

/

f(z0) = f(20) = . = [ D(z0) =0 ve [U(z) #0

ise f fonksiyonu zy noktasinda m. dereceden sifira sahiptir denir. Eger m = 1 ise z

noktasina basit sifir denir (Brown ve Churchill 1984).

Teorem 2.3. Bir f fonksiyonu z, noktasinda holomorf olsun. f fonksiyonu zj
noktasinda m. dereceden sifira sahiptir gerek ve yeter sart f(z9) = (2 — 20)"¢g(2)
olacak bi¢imde z, noktasinda holomorf bir ¢ fonksiyonu vardir (Brown ve Churchill

1984).

Tanim 2.17. Bir f fonksiyonu z = 2, noktasinda holomorf degil ancak zy in her
komsgulugunda en az bir noktada holomorf ise 2y, f fonksiyonunun singiiler nok-
tasidir. Eger f fonksiyonu, |z — z| < € delinmig komgulugu boyunca holomorf ise
zp noktasina ayrik singiiler nokta denir (Brown ve Churchill 1984).

Ornegin; f(z) = % fonksiyonu z = 0 diginda holomorf oldugundan f fonksiyonu

z = 0 noktasinda ayrik singiilerlige sahiptir.

Teorem 2.4. z, noktasi, g fonksiyonunun ayrik singiiler noktasi olsun. ¢ fonksiyonu

m. dereceden kutup noktasina sahiptir gerek ve yeter sart g(z) = i h(z)

—=— olacak
z—20)

bigimde zy noktasinda holomorf olan bir h(z) fonksiyonu vardir (Brown ve Churchill

1984).

o0

g(z) = nzzoan(z — 20)" + zﬁlzo + (z_bioy + ..+ ﬁ, by, # 0
fonksiyonu icin z, m. dereceden bir kutup noktasidir. Ornegin;
22 —22+3 3
—_— =2 -2
z—2 -2+ z—2
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olup zp = 2 noktasi basit kutup noktasidir.

Tanim 2.18. Kompleks degerli bir g fonksiyonu, kutup noktalar: hari¢ bir D bol-
gesinde holomorf ise meromorf fonksiyon olarak adlandirihr (Brown ve Churchill

1984).

Ornegin; f(z) = 1 fonksiyonu C \ {0} bélgesinde holomorf bir fonksiyon iken C

bolgesinde meromort bir fonksiyondur.

Tanim 2.19. ¢t = t(u,v) bir Q C R? bolgesinde iki degiskenli reel degerli bir
fonksiyon ve bu fonksiyonun birinci ve ikinci mertebeden tiim kismi tiirevleri mevcut

ve siirekli olsun. Eger €2 bolgesinde
tuu (U, V) + tyy(u,v) =0

Laplace denklemi saglaniyorsa t fonksiyonu harmoniktir (Brown ve Churchill 1984).
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3. WEIERSTRASS-ENNEPER GOSTERIMLERI VE BJORLING
PROBLEMI

Karl Weierstrass ve Alfred Enneper, yaptiklar1 cahsmalarla 3-boyutlu Oklid uza-
yinda minimal yiizeylerin holomorf ve meromorf fonksiyonlar ile ifade edilebilecegini
gostermiglerdir ve bu gdsterim, minimal yiizeyler icin Weierstrass-Enneper goster-
imi olarak bilinir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta f holomorf ve g mero-
morf fonksiyonlarinin, fg¢? fonksiyonunun holomorf olmasi durumunda bir mini-
mal yilizey elde edilmesine olanak saglamasidir. Bu boliimde oncelikle 3-boyutlu
Oklid ve Lorentz-Minkowski uzaylarimda sirasiyla minimal ve maksimal yiizeylerin
Weierstrass-Enneper gosterimlerinden bahsedilecektir. Daha sonra Bjorling prob-
lemi hem Oklid uzayinda hem de Lorentz-Minkowski uzayinda minimal ve maksimal
yiizeyler icin ifade edilecek ve ¢oziimii verilecektir.

Bundan sonraki kisimlarda M, bir Riemann yiizeyi ve (u,v) yiizeyin izotermal
parametrelemesi olarak alinacaktir. Bir Riemann yiizeyi {izerinde konformal yapi

oldugundan X : M — R3 doniisiimii bir konformal immersiyon olarak adlandirilir.

3.1 Minimal Yiizeylerin Weierstrass-Enneper Gosterimleri

Bu béliimde 6ncelikle R3 uzaymda minimal yiizeylerin Weierstrass-Enneper goster-
imleri verilecek, daha sonra bilinen bazi klasik minimal yiizey 6rneklerinin Weierstrass-

Enneper gosterimleri elde edilecektir.

Riemann yiizeylerinde diferensiyel geometrinin bir¢ok esitligini elde etmek daha
kolaydir. Ornegin; S = 1 (u,v) parametrik denkleme sahip bir yiizeyin Laplace-

Beltami operatorii, yiizeyin birinci temel formunun katsayilari yardimiyla W =

VEG — F? olmak {izere;

_1 va_qu qu_va
s | () ()

seklinde verilir (Dierkes vd. 1992). Eger yiizey izotermal parametrelemeye sahip ise
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birinci temel formunun katsayilart £ = G = A\?(u,v) ve F = 0 igin, Laplace-Beltami

1 0 0 4 0 0
25 (o o)~ v (3.1)

olarak elde edilir. Esitligin son kisminda Wirtinger operatorleri goz 6niine alinmigtir.

operatorii

Onerme 3.1.1. 3-boyutlu Oklid uzaymda izotermal parametrelemeye sahip bir
yiizeyin Gauss egriligi

K = —Alog)\ (3.2)
dir (Barbosa ve Colares 1986).

ispat. (u, v) izotermal parametrelemeye sahip bir yiizeyde, F' = 0 oldugundan yiizey

ayn1 zamanda ortogonal parametrelemeye sahiptir ve Gauss egriligi

) () -

seklindedir. Boylece
- 1 PO 20N, . 0 (2X\,
202 | ou\ A2 v\ A?

1 [0? 0?
= —Alog\

elde edilir. W

Onerme 3.1.2. X = (1,22, x3) : M — R3 déniigiimii, konformal bir immersiyon
ve AX = (Axy, Azy, Azsz) vektor degerli fonksiyon olsun. Immersiyonun ortalama

egriligi H ve Gauss doniigiimii N : M — S?(1) olmak iizere;
AX = 2HN (3.3)

dir (Barbosa ve Colares 1986).

Bu 6nermeden agagidaki sonug kolayca verilebilir.

Sonug 3.1.1. X : M — R3 déniisiimii konformal minimal immersiyondur gerek ve

yeter sart X harmoniktir.
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X immersiyonu yardimiyla bir ¢ = %—f fonksiyonu tanimlansin. (3.1) denkleminden

6 99X N
FERRlr = i

elde edilir ve agagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.1.2. ¢ holomorf bir fonksiyondur gerek ve yeter sart X harmoniktir.

X : M — R X = (z1(u,v), r2(u,v), x3(u,v)) doniigiimii konformal oldugundan
(X, Xu) = (X,, X,) = A2 ve (X, X,,) = 0 dir. M Riemann yiizeyi iizerinde tanimh
¢ = (¢1, 92, ¢3) € C

fonksiyonu géz oniine alinirsa
3 3 2 3 2 3
1 ox Ox 0xy, Ox
2 _ 4 9Tm \ IIm )\ 9, N 9Em OTm
Z¢m 4[2(0u) Z(@U) Zmzl ou Ov

m=1 m=1

|

1
:ZHXMZ—L&P—QMXWXQ}zo

oldugundan
o1+ 5+ d5 =0 (3.4)

elde edilir. Ayrica

3
6 = > loml®
m=1
1< 0x,,\ > 5 Oxm >
- z{mz<a—) +mz<a—>}
1
- 1{|X“’2+|X”|2}
_ 1y
= 2)\

dir. Yani

1
WP:§V>0 (3.5)
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dir. M yiizeyi iizerinde lokal olarak ¢ fonksiyonu tamimlanmisti. z = x + iy ve
w =1 +1s, P € M noktasinin komgulugunda yiizeyin izotermal parametrelemeleri
X

. . . dw . Cr e e e 7 ..
olmak iizere; w = w(z), %2 # 0 koordinat degisimi géz oniine alinirsa ¢ = - icin

_8X_3X8_w ~0w

=% T awa: o

elde edilir. Buradan vektor degerli holomorf 1-formlar

V=q¢dz ve 1= ddw
i¢in,
~Ow - -
V= ¢dz = p—dz = pdw = 1
0z
bulunur. Yani ¢ formlar yiizey {izerinde global olarak tammmhdir (Barbosa ve Co-
lares 1986). Boylece v = (91,19, 13)

Um = Pmdz, 1 <m <3

vektor degerli holomorf formlar ile birlikte Sonug 3.1.1 ve Sonuc 3.1.2 kullanilarak

asagidaki onerme verilebilir:

Onerme 3.1.3. X : M — R® doniigiimii konformal bir immersiyon olsun. M
iizerinde ¢ = ¢dz vektor degerli holomorf formdur gerek ve yeter sart X bir minimal

immersiyondur. Ayrica z sabit bir nokta olmak iizere,

X(z) = Re /z@/) + X (20) (3.6)

dir (Barbosa ve Colares 1986).

~ kapali egrisi boyunca Re fﬂ/ 1 = 0 ise ¢ formunun reel periyodu yoktur denir. 1) for-
munun reel periyodunun olmamasi Re f7 1 integralinin cevreden bagimsiz oldugunu

sOyler.

Teorem 3.1.1. (Weierstrass-Enneper gosterimi) Bir M Riemann yiizeyi iizerinde
Y, 9,13 holomorf 1-formlar olsun. Eger

a) 2 + 2 +92 =0 (lokal olarak ¢ = ¢dz oldugundan ¢? + @3 + ¢2 = 0 dir.)

b) [11]? + [¢a]” + [03]* > 0
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c) ¥y, formlarinin M de reel periyodu yoktur

kosullart saglaniyor ise X = (11,9, 23) : M — R3

xm:Re/¢m, 1<m<3 (3.7)
20

bir konformal minimal immersiyondur.

Teoremde konulan (a) kogulu immersiyonun konformal olmasi igin ve (b) kogulu
X déniigiimiiniin bir immersiyon olmasi i¢in gereklidir. Yani lokal olarak |¢|? =
$|1X.u|? # 0 olmahdir. (c) kosulu ise Re( [ ) ifadesinin yalnizca bitis noktasi z-ye
bagl oldugunu ifade eder. Bd&ylece her bir z;, ¢evreden bagimsizdir ve iyi tanim-
hdir. ¢ = %—f holomorf oldugundan X harmoniktir. Dolayisiyla X doniigiimii, bir
minimal immersiyondur. M Riemann yiizeyi iizerinde tamimlanan X : M — R3
doniigiimiine genellestirilmis minimal yiizey ya da global minimal yiizey de denir.
Eger M Riemann yiizeyi, basit baglantili bir yiizey ise daha kolay bir durum ortaya
cikar. Ornegin, basit baglantilh bir bélgede tanimli holomorf bir fonksiyonun basit
kapali bir v egrisi boyunca integrali sifir olacagindan Re f7 ¢dz = 0 dir. Dolayisiyla
(c) kogulu her zaman saglanir. Eger Q basit baglantih bir bolge ise X : Q — R?
doniiglimiine regiiler minimal yiizey denir. Yani genellestirilmis (global) minimal

yiizey teorisi, regiiler minimal yiizeyleri iceren daha genis bir teoridir.

M Riemann yiizeyi iizerinde 7 + 12 + 12 = 0 denkleminin tiim ¢oziimlerini elde
etmek miimkiindiir.
1. Durum : Eger ¢); = 1)y ise 3 = 0 olur. Dolayisiyla elde edilen minimal yiizey
bir diizlem belirtir.
2. Durum : ¥ # 1), olmak iizere; bir holomorf form ve bir meromorf fonksiyon

sirasiyla

Y3
V1 — 1o

seklinde tanimlansin. ¢, = ¢rdz oldugundan w = fdz igin,

w=1 —ihy ve g= (3.8)

3

f=¢1—1¢y , gzm
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yazilabilir. ¢3 = fg esitliginden

o1+ 5 = —o3
(¢1 — i) (¢ +ige) = —[f°g°

oldugundan ¢; + i¢y = — fg? bulunur. Béylece holomorf fonksiyonlar

b1=5I1 =) b= S0+ d), 6= T 3:9)

elde edilir. Dolaysiyla X = (1, 2, 23) minimal immersiyonu

z 1 z
r = Re/ w1:§Re/(1—g2)w

z 1 z
Ty = Re/ @D2:§Re/ i(1+ gHw

T3 = Re/ wnge/ quw

seklindedir. Bu denklemler, R? uzayinda minimal yiizeylerin Weierstrass-Enneper
gosterimleri olarak bilinir ve holomorf fonksiyonlar ile minimal yiizeyler arasindaki
yakin iligkiyi ortaya koyar. (g, w) ikilisi ise minimal yiizeyin Weierstrass verisi olarak
adlandirihir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta ¢; ve ¢, holomorf fonksiyon-
lar olduklarindan (3.9) denkleminden fg? fonksiyonunun da holomorf olmasi gerek-
tigidir.

Onerme 3.1.4. Q C C bolgesi iizerinde g meromorf ve f holomorf fonksiyonlar
olmak iizere; eger g fonksiyonu 2, noktasinda m. mertebeden bir kutup noktasina ve
f fonksiyonu da aym zy noktasinda en az 2m. mertebeden bir sifira sahip ise (3.9)
denklemi ile verilen ¢ = (¢, ¢a, ¢3) € C® fonksiyonlar1 2 bélgesinde holomorftur
ve (3.4) denklemini saglarlar. Aksine € bolgesinde (3.4) denklemini saglayan her
holomorf fonksiyon (3.9) formunda ifade edilebilir (Osserman 1989).

Uyar: 3.1.1. Eger g fonksiyonu 2z, noktasinda m. mertebeden bir kutup noktasina
ve f fonksiyonu da ayni z; noktasinda tam 2m. mertebeden bir sifira sahip ise

formiilde verilen integraller iyi tanimlidir ve reel periyotlar1 yoktur.

Onerme 3.1.5. 3-boyutlu Oklid uzayinda, basit baglantil her minimal yiizey
xm:Re/ Omdz + ¢, 1 <m< 3
0
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seklinde ifade edilebilir. Burada ¢,, fonksiyonlar1 (3.9) denklemini saglarlar ve Q
bélgesi birim disk veya kompleks diizlemdir. Minimal yiizeyin regiiler olmasi icin
gerek ve yeter kogul g fonksiyonu 2, noktasinda m. mertebeden bir kutup noktasina
sahip ise, f fonksiyonuda ayni z; noktasinda tam 2m. mertebeden bir sifira sahip

olmasidir (Osserman 1989).

¢ holomorf fonksiyonu icin

67 = |o1|* + |daf + |0s]°
1
~ laerrrur

elde edilir.

Uyar1 3.1.2. X : M — R? déniigiimiiniin bir immersiyon olmasi igin (1+|g|*)|f] # 0
dir.

Ayrica (2.3) ve (3.5) denklemlerinden metrik
ds® = |f[*(1+[g]*)*|d=|? (3.10)

seklinde elde edilir.
Weierstrass gosterimlerinde yer alan g : M — C U {oco} meromorf fonksiyonunun
onemli bir geometrik anlami vardir. Bunun igin N : M — S?(1) Gauss doniigiimiinii,

minimal immersiyonun Weierstrass gosterimleri yardimiyla elde edelim.

¢

X 1 (6X ,ax>

“0: 2\ou v

1 1
oldugundan Re¢ = §Xu ve Im¢ = —§XU dir. Buradan

Xu X X’U = 4Im{<¢2537 ¢3517 ¢19_Z52)}

elde edilir.
023 = 51 (1 + ¢°)(GT)
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ve

Im(6:8,) = 5| fPRe(3(1 +9?)
1

= JP@E+ %) +9(1+7)

1

= 7P +19P) (9 +79)

_ %Re(g)lf!Q(l + 19

olup benzer sekilde
Im(64,) = 3 Im(g) F°(1 +1gP)
Im(6:8;) =~ 7P~ lgl"
elde edilir. Boylece

Xu x Xy = [P+ 191*)(2Re(g), 2Im(g), |g]* — 1)

dir.
X x X = A2 ve A2=20gf2 = (1+|g2|f P
oldugundan
_ Xux X,  (2Re(g) 2Im(g) |9 -1 (3.11)
CXu x Xl \1+]glF T+]gl? 1+ ]gl? '
bulunur.

C kompleks diizlemini z17o- diizlemi ile egleyelim. S?(1) = {(z1,22,23) € R? :
22 + 12 + 22 = 1} Riemann kiiresi, C = C U {oo} genisletilmis kompleks diizlem ve

T =(0,0,1) olmak iizere;

o:82(1) —{T} — R?
(21,22, 23) — ( LR )

1—1‘3’1—1’3

streografik izdiigiimden g fonksiyonunun kutup noktasi hari¢ coN = (Re(g), Im(g))
elde edilir. ¢(0,0,1) = oo olmak iizere; o déniigiimiinii, & : S?(1) — C olarak
genigletirsek

[IoN = g (3.12)

elde edilir. Bu ise g doniisiimiiniin, X immersiyonunun Gauss doniigiimii ile aym

oldugunu ifade eder.
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Onerme 3.1.6. Bir minimal yiizeyin Gauss egriligi, f holomorf ve g meromorf

fonksiyonlar cinsinden

[ 2y
k= Lf!(l ¥ |g|2>2] (3.13)

dir.

ispat. (3.1), (3.2) denklemleri ve A2 = | f|2(1 4 |g|?)? esitligi kullanilarak

& D 1og(71(1 +16l)) = =L toglf| + 5 -Tog(1 + gl
20 1og1f = 2.2 Liog s
= S L iog(T)
_ %%%(logf(z) +log f(2))
=0
bulunur. Benzer sekilde iglemler yapihrsa
g ()P

elde edilir. Boylece yiizeyin Gauss egriligi

K = —Alogh = —Alog(|f](1 + |g]?))

4 0 0

=329, 55 09(IF1(1 + l91%))

4 9 0
- —_— 1 2
R+ P 0 oz (o9l + gL+ 1gl7)
_ 4 lg'*
[FP(L+1g?)? (1 +[g]?)?

_ [L] 2
[F1(1+ |g[?)?
bulunur. W
Sonuc¢ 3.1.3. Bir minimal yiizeyin Gauss egriligi pozitif degildir. Eger yiizey bir

diizlem degilse Gauss egriliginin sifirlar1 izole noktalardir (Osserman 1989).

Ispat. Bir minimal yiizeyin Gauss egriligi sadece ¢’ = 0 durumunda sifirdir. g¢
meromorf bir fonksiyon oldugundan ¢’ fonksiyonu da meromorftur. Eger ¢’ her nok-

tada sifir ise g sabit olup yilizeyin normal vektor alani da sabit olur ve bu durumda
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minimal yiizey bir diizlemdir. ¢’ fonksiyonunun her noktada sifir olmadigini varsay-
alim. Kompleks fonksiyonlar teorisinde bilinen 'meromorf bir fonksiyonun sifirlar
izole noktalaridir’ teoremi kullanilarak minimal yiizeyin Gauss egriliginin sifirlar

izole noktalar1 oldugu elde edilir. W

Simdi baz bilinen minimal yiizey 6rnekleri, Weierstrass verisi olan (g, w) ile elde
edilecektir. Agagida verilecek 6rnekler Barbosa ve Colares (1986)’in kitabindan alin-

migtar.

Ornek 3.1.1. (Helikoid Yiizeyi) M = C Riemann yiizeyi iizerinde g(z) = —ie* ve
w = e *dz alalim. g¢ fonksiyonunun kutup noktasi ve w nin sifir1 yoktur. Boylece

holomorf formlar

1
Y1 = 5(1 — ¢*)w = cosh(z)dz
Yy = %(1 + ¢*)w = —isinh(2)dz

V3 = gw = —idz

seklinde elde edilir. cosh(z) ve sinh(z) fonksiyonlar: holomorf fonksiyonlardir ve
basit baglantili bolge olan C iizerinde taniml olduklarindan, her basit kapali bir ~
cevresi iizerinde f7 Y = 0 saglanir. Yani ¢, formlarinin C iizerinde periyodu yoktur.

Boylece
1 = Re /2 cosh(z)dz = Re(sinh(z)) = cos(v) sinh(u)
0
T9 = Re /OZ —isinh(z)dz = Re(—icosh(z) + i) = sin(v) sinh(u)
x3 = Re /020 —idz = Re(—iz) =v
olup minimal yiizeyin parametrik denklemi
X (u,v) = (cos(v) sinh(u), sin(v) sinh(u), v)
bulunur.

Ornek 3.1.2. (Katenoid Yiizeyi) M = C Riemann yiizeyi iizerinde g(z) = —e* ve

w = —e *dz i¢in g nin kutup noktasi ve w nin sifir1 yoktur. Dolayisiyla holomorf
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Sekil 3.1 Helikoid Yiizeyi

formlar

P = sjnh(z)dz, Yo = —1 COSh(Z)dZ, Y3 = dz

elde edilir. sinh(z),cosh(z) ve bu fonksiyonlarm bir sabitle ¢arpimlart da C de
holomorftur. Kompleks diizlem basit baglantili bir bélge oldugundan reel periyotlar:

yoktur. Béylece minimal yilizeyin parametrik denklemi
X (u,v) = (cosh(u) cos(v) — 1, cosh(u) sin(v), u)

elde edilir. Katenoid yiizeyini elde etmek icin bir bagka secim su sekilde olabilir:

M = C\ {0} Riemann yiizeyi iizerinde g(z) = z ve w = % olmak iizere;
1 /1
v (1
1
Y3 = —dz
z

holomorf formlari elde edilir. {z = re®, 0 < 0 < 27} ¢emberini basit kapal v egrisi

1 27 1 )
[(3)ee = [ (e )renmes
o 0
1 2 1 )
/ (—2 + 1) dz = / <W + 1) rie?df = 0
4 \ % 0 rees
1 2
/;dz = / 1df = 27
¥ 0

oldugundan v; ve 15 holomorf formlarinin periyodu yoktur. 3 formunun ise sadece

olarak alalim.
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imajiner periyodu vardir. Dolaysiyla X : C\ {0} — R? déniisiimii, koordinatlar

= ) 41
Ty u?v?
v 1
Ty (1+u2v2)
1 2 2
T3 = §ln(u + v?)

olan bir minimal yiizeydir.

1
7= -In(u*+0%), 7= (arctan 2) -7
2 u

kullanilirsa
u=-e"cos(y), v=ce"sin(y)
olup
X(v,7) = (= cos() cosh(r) + 1, — sin(~y) cosh(7), 7)

katenoid yiizeyi elde edilir.

Daha basit secimlerle Enneper yiizeyi elde edilebilir.

Ornek 3.1.3. (Enneper Yiizeyi) M = C Riemann yiizeyi tizerinde, g(z) = z ve
w = dz fonksiyonlari ile minimal yiizeyin parametrik denklemi
3 o3

1
X(u,v) = 5 (u—%+uv2,—v+§—u2v,u2—v2)

seklinde elde edilir.

Ornek 3.1.4. (Scherk’in Birinci Yiizeyi) M Riemann yiizeyi, Q = {z € C: |z| < 1}
birim diski olsun. ¢(z) = z ve w = ﬁdz i¢in, g fonksiyonunun kutup noktasi
ve w nin birim disk iizerinde bir sifirn yoktur. Dolayisiyla bu veriler Weierstrass

verileridir. Yiizeyin holomorf formlar:

P = dz =

21 7 1
Ve 1— 27 (z—i—l z—l) ©

Py = dz =



dir. Q birim diski basit baglantil bir yiizey oldugundan ¢,,,1 < m < 3 holomorf

formlarin Q {izerinde reel periyodu yoktur. log z = log|z| + iarg(z) esitliginden

r1 = Re (ilogZ—H,) = —arg (Z+Z,>
z—1 z2—1

1 1
ry = Re ilogz+ = —arg et
z—1 z—1
22+1 22 +1
T3 = Re<10g22_1)210g|22_1]
elde edilir.
Z+1 2P -1 . z+7%Z
. = 5 T .
z—1 |z =2 |z —1]?
z+1 -1, zZ—2z
z—1  |z—12 |z -1

dir. |z| < 1 oldugundan

. oF 2 _
R€z+z.:|z| ,1§O | Rez+1:|z| 1§0
z—i |z—il? z—1 |z—=1)2
dir.
7r< z+1 z+1 <37r
— <ar r —
0 =YINLT ) MINT L) =
esitsizliginden
3 T
5 STLTr s g
bulunur.
2P =1z —id] _ [*[ -1
coS X1 ; - =
|z —id|? |z 414 |22+ 1]
[P =1z —1]  |2% -1
CoOSTy = =

|z — 112 |z + 1| N |22 4+ 1

olup maksimal yiizeyin kapali denklemi

COS T
r3 = log
COS 1

olarak bulunur. Burada kapali denklemi elde edilmis olan X : Q — R? immersiyonu

Scherk’in birinci yiizeyinin bir parcasidir. Tiim yiizeyi elde etmek i¢in (g, w) Weier-
trass verileri M = C — {1, —1,4, —i} Riemann yiizeyi iizerinde alinmaldir. Ancak

bu yiizey basit baglantil bir yiizey olmadig icin ¢, ve 15 holomorf formlarinin reel
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periyodu olduguna dikkat edilmelidir. Dolayisiyla bu yiizey x;— ve xo— eksenlerinde
periyodik oldugundan c¢ift periyodik bir yiizeydir. = : M’ — M, M yiizeyini tama-
men kapsayan bir dontistimdiir. Basit baglantili M’ iizerinde holomorf formlarin reel
periyodu olmadigindan 2/, : M’ — R, m = 1,2,3 iyi tamimhdur.

Eger Weierstrass verileri g(z) = z ve w = iﬁdz secilirse tek periyodik bir Scherk

yiizeyi elde edilir.

Ornek 3.1.5. (Henneberg Yiizeyi) M = C\ {0} Riemann yiizeyi iizerinde g(z) = 2
ve w = 2 (1 — z%l) dz Weierstrass verileri yardimiyla yonlendirilemeyen bir minimal

yiizey olan Henneberg yiizeyi elde edilir. Bu yiizeyin holomort formlari
1 1
Y1 = (——4+—2+1—22)dz
z z

1 1
Yy = i(————+1+z2)dz

Y3 = 2<z—$)dz

seklindedir ve M Riemann yiizeyi iizerinde periyotlar1 yoktur. Ancak {—1,1, —i, i}
noktalarinda [1;]? + |12|? + |¢3]? = 0 oldugundan bu noktalar X : M — R? minimal

immersiyonunun singiiler noktalaridir.

(3.7) denkleminde yer alan integralin hesaplanmast ile elde edilen kompleks ifadenin
reel kismi bir minimal yiizey verdigi gibi imajiner kismi da bir minimal yiizey verir.
Basit baglantili bir © bolgesinde X (u,v) = (z1(u, v), z2(u, v), x3(u, v)) yiizeyi izoter-

mal parametrelemeye sahip bir minimal yiizey olsun. Yine ) bolgesinde taniml ve

Cauchy-Riemann denklemlerini saglayan X (u, v) = (21 (u, v), Z2(u, v), £3(u, v)) yiizeyi,
X yiizeyinin eglenik (adjoint) yiizeyi olarak adlandirilir ve bu yiizeyde izotermal
parametrelemeye sahiptir. Ayrica AX =0 oldugundan minimal bir yiizeydir. Basit
baglantili Q C R? bolgesinde X : Q C R? — R3 konformal bir déniigiim ve X adjoint

déniisiim olmak {izere; h: Q C R? — C3

hz) = X(u,v) +iX (u,v) , z=u+iv

26



bilegenleri
hl(z) = wl(uav) +Z:Lr:/1(uav)
h2(2) - QL’Q(U,U) +Z(If,:/2(u,1))
h3(2) = xg(u,v) +Z£I??3(U,U)

olan bir holomorf déniigiimdiir ve C* de holomorf bir egri gibi diigiinebilir.

oo L(on_on
2\ du Z@v

1 ~ ~
= E(X" +1X, —iX, + X,)

= X, —1X,

dh

Kompleks tiirev b’ =

elde edilir ve

(BB = | Xu|? — | Xo]? — 2i{ Xy, X,)

bulunur. X doniigiimii konformal oldugundan (h’; k') = 0 dir ve bu 6zellige sahip

olan holomorf egri izotropik egri olarak adlandirilir (Dierkes vd. 1992).

Onerme 3.1.7. Basit baglantih bir Q@ C R? bélgesinde X : Q — R?® doniisiimii
parametrik bir minimal yiizey ise holomorf egri h : Q — C? bir izotropik egridir.
Aksine, h : Q — C? bir izotropik egri ise

X(u,v) := Reh(z) ve X(u,v):=Imh(z)
minimal yiizeylerdir (Dierkes vd. 1992).

Onerme 3.1.8. Q C C basit baglantili bir bélge ve X, € R3, z, € Q olsun.

#(z) € C? holomorf fonksiyonu
Of + ¢ + ¢ =0
esitligini saglasm. Bu durumda X : Q — R?
X(z) = Xo + Re /Z o(z)dz , 2€Q (3.14)
20
bir minimal yiizey tanimlar. Ayrica X: Q>R

X(2) = Xo + ]m/ $(z)dz , XoeR, z€Q (3.15)
20
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X minimal yiizeyinin eglenik yiizeyidir. ¢ nin sifirlart X minimal yiizeyinin dallanma
noktalaridir. Aksine, eger X : Q — R3 bir minimal yiizey ise ¢? + ¢3 + ¢2 = 0 sartin1
saglayan ¢ : Q — C? holomorf doniigiimii vardir ve X (w) = Xo+Re f; o(z)dz , z€
Q dir (Dierkes vd. 1992).

Bu kisimda bir minimal yiizeyin iligkili (associate) yiizeylerinden bahsedilecektir.
X : Q — R3 izotermal parametrelemeye sahip bir minimal yiizey ve h izotropik bir
egri olsun. Yo € R igin,

9(z,a) = e "h(2)
bir izotropik egridir ve
M(z, ) := Re{e h(2)} = X(2) cos o + X (2)sin (3.16)

bir parametreli minimal yiizey ailesi tamimlar. M (z, «) yiizeyleri X (z) minimal

yiizeyinin iligkili minimal yiizeyleri olarak adlandirilir ve

M(z,0)=X(z) , M(Z,%) = X(z)

dir. (3.16) denkleminde u ve v degigkenlerine gore tiirev alinirsa

M, = X,cosa— X,sin«
M, = X,cosa+ X,sin«
elde edilir.
’Mu‘z = ’MU‘Q = ‘XU‘Q = ‘XUPa <Mu,Mv> =0

esitliklerinden bu yiizeylerin de izotermal parametrelemeye sahip olduklari séylenebilir.
Ayrica, bu yiizeylerin birinci temel formlar: ayni oldugundan bir yiizeyin tiim iligkili

yiizeyleri birbirine izometriktir.

Ornek 3.1.6. z,a € R, a # 0 olmak iizere;

xzacosh(z_zo> , z€R

a

zincir egrisinin z— ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile katenoid yiizeyi (zincir yiizeyi)

elde edilir. Bu yiizey a = 1, zp = 0 igin
X (u,v) = (cosh(u) cos(v), cosh(u) sin(v),u), —oo <u < oo, 0 <v< 2w
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seklinde parametrize edilebilir. X : C — R? doniisiimii konformaldir.

sinh(u 4+ iv) = cos(v)sinh(u) 4 i sin(v) cosh(u)

cosh(u + i) = cos(v)cosh(u) + isin(v) sinh(u)

oldugundan h : C — C3, h(z) = (cosh(z), —isinh(z), 2) izotropik egrisi igin
X (u,v) = Reh(z) dir. Dolaywsiyla X minimal yiizeyinin eglenik yiizeyi

X(u,v) = Imh(z)

= (sinh(u) sin(v), — sinh(u) cos(v), v)
dir ve bu yiizey helikoid yiizeyidir.
M(z,a) == Re{e h(2)} , a€R

iligkili yiizeylerinin bilegenleri

mi(u,v) = cosh(u)cos(v)cos(a) + sinh(u) sin(v) sin(c)
ma(u,v) = cosh(u)sin(v) cos(a) — sinh(u) cos(v) sin(«)
ms(u,v) = wcos(a)+ vsin(«)

seklinde elde edilir.

Sekil 3.2 Katenoid yiizeyinin iligkili yiizeyleri (0 < o < 7/2)
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3.2 Maksimal Yiizeylerin Weierstrass-Enneper Gosterimleri

Oklid uzaymda minimal yiizeyler icin elde edilen Weierstrass-Enneper gosterim-
leri, 3- boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda maksimal yiizeyler i¢in de verilmigtir
(Kobayashi 1983, Estudillo ve Romero 1992, Alias vd. 2003). LL? uzayinda her space-
like yiizey yonlendirilebilir oldugundan koordinat degisimleri yonlendirmeyi korur
ve herhangi bir parametrelemeye sahip bir spacelike yiizey, izotermal parametre ile
tekrar parametrelendirilebilir. M bir Riemann yiizeyi ve X = X(2),z =u+iv € C

konformal parametre olmak {izere;
X = ([L’l,l'g,flfg) M — L3

spacelike konformal immersiyonu ele alahm. AX = (Axy, Axy, Azs) vektor degerli
fonksiyon ve N : M — H? H? = {p € L3 : (p,p) = —1} Gauss doniigiimii olmak

izere;
AX =2HN
dir.

Onerme 3.2.1. X : M — L3 déniisiimii konformal maksimal bir immersiyondur

gerek ve yeter gart X harmoniktir.

Uzerine indirgenen ds? = \2(du? + dv?) metrigi ile X : M — L3 maksimal immer-
sivonu lokal olarak bir maksimal yiizey ifade eder ve X immersiyonunun koordinat
fonksiyonlar1 Oklid anlaminda harmonik fonksiyonlardir. Oklid uzayinda oldugu
gibi bir ¢ = %—f fonksiyonu tanimlayalim. (2.4) ile verilen esitliklerden

9p 99X N2
=m0, 1¥

elde edilir ve buradan su sonuca ulagabiliriz.

Sonug 3.2.1. ¢ holomorf bir fonksiyondur gerek ve yeter sart X harmoniktir.

X = X(u,v) doniigiimiiniin konformal oldugu goz 6niine ahinirsa

— 1< <3
0z 2 m

Pm =

ou ! ov
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esitligi yardimiyla
S+ —¢5=0
ve

1
(61 +16al® — ol = 7 {IXuP + X%}
= 1)\2
2

elde edilir.

Oklid uzaymda oldugu gibi 1, = ¢mdz, 1 < m < 3 holomorf 1-formlari, M Rie-
mann yiizeyi lizerinde global olarak tanimlidir ve minimal yiizeylere benzer olarak

asagidaki onerme verilebilir.

Onerme 3.2.2. X : M — L3 spacelike konformal bir immersiyon olsun. ¢ holomorf
formdur gerek ve yeter sart X bir maksimal immersiyondur. Ayrica zo sabit bir nokta
olmak flizere;

X(z) = Re/zz/J—i-X(zo)

dur.

Teorem 3.2.1. ( Weierstrass-Enneper gosterimleri) Bir M Riemann yiizeyi iizerinde
W1, Y9, 13 holomort 1-formlar olsun. Eger

a) 7 + 2 — 32 =0 (lokal olarak ¢ = ¢dz oldugundan ¢? + ¢3 — ¢2 = 0 dir.)

b) [¢1[* + [th2]* = [1hs]* > 0

¢) 1y, formlarinin M {izerinde reel periyodu yoktur

sartlarim saghyor ise X = (zy, 2o, 23) : M — L3

ZL’m:Re/ @ijv 1§m§3

bir konformal maksimal immersiyondur (Alias vd. 2003).

M Riemann yiizeyi, basit baglantili bir yiizey olmas1 durumunda, spacelike yiizeyler
kompakt olmadiklar: i¢cin Koebe’nin uniformizasyon teoreminden M yiizeyi konfor-

mal olarak kompleks diizlemin acik bir alt ciimlesidir. X : M — L3 déniisiimiiniin
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immersiyon olmadigi ya da indirgenen metrigin dejenere oldugu noktalara dallanma
noktalar1 (branch points) denir. Ashinda bu noktalar, M Riemann yiizeyinde |¢; |> +
|p2|* — |¢3]* = 0 denklemini saglayan noktalardir. Dallanma noktas1 olmayan nok-
talar yiizeyin regiiler noktalaridir. R, X doniisiimiiniin dallanma noktalarinin bir
kiimesi olmak iizere; X : M \ R — L3 doniisiimii bir regiiler maksimal yiizey be-
lirtitken X : M — L3 doniisiimii ise genellestirilmis bir maksimal yiizey belirtir
(Estudillo ve Romero 1992). Basit kapali v egrisi i¢in Re f7 1 = 0 olmas integralin
~ egrisinden bagimsiz oldugunu gosterir ve bu durumda 1, holomorf formlarinin reel
periyodu yoktur denir. Oklid uzayina benzer olarak 1)? + 12 — 12 = 0 denkleminin
¢cOziimlerini inceleyelim.

1. Durum : Eger ¢y = ity ise ¥3 = 0 olup yatay diizlemler elde edilir.

2. Durum : Eger ¢, # 115 ise holomorf form w = v¢; — i1 ve meromorf fonksiyon

_ Y3
9 = P1—i2

¢1 — i¢9 ve meromorf fonksiyon g = ¢1f3; % dir. Buradan

seklinde tamimlansin. ¢, = ¢rdz oldugundan holomorf fonksiyon f =

b = ~(1+g))f

2
o = s(1-g)]
¢3 = gf

elde edilir. Dolayisiyla maksimal immersiyon w = fdz icin,
r1 = Re /Z P = %Re /z(l + PHw
Ty = Re/zwz—%ﬁ’e/zi(l_g?)w
r3 = Re/z¢3:Re/Zgw
seklindedir ve (g, w) ikilisi maksimal yiizeyin Weierstrass verisi olarak adlandirilir.

Onerme 3.2.3. M Riemann yiizeyi {izerinde w holomorf 1-form ve g (|g| # 1) mero-
morf fonksiyonu i¢in; g fonksiyonu bir zy noktasinda m. mertebeden kutup noktasina
sahip ve w holomorf formu da ayni zy noktasinda en azindan 2m. mertebeden bir

sifira sahip olsun. Eger

b=t P, = S P, = gu



holomorf 1-formlarinin reel periyodu yok ise X : M — L? doniisiimii

xm:Re/ Vm , m=1,2,3

bir genellestirilmis maksimal yiizeydir (Estudillo ve Romero 1992).

Eger g fonksiyonu bir zy noktasinda m. mertebeden kutup noktasina sahip ve f
holomorf fonksiyonu da ayni z; noktasinda en azindan 2m. mertebeden bir sifira
sahip ise ¢1, 9o ve ¢3 holomorf fonksiyonlardir. Ancak yiizeyin regiiler bir yiizey
olmasi icin f fonksiyonunun z, noktasinda tam 2m. mertebeden sifira sahip olmasi
gerekir. Aksi halde integraller iyi tanmiml degildir ve reel periyot vardir. Oklid
uzayina benzer olarak yiizey izotermal parametrelemeye sahip oldugundan metrik

ds* = N\? | dz |* dir.

1
5)\2 = 1> + 6ol — |95]?
1
= IR 1gPy?
esitligi kullanilarak metrik,
ds® = |f[*(1 — |g[*)*|dz[*

seklinde bulunur. Dolayisiyla X : M — L3 déniisiimiiniin immersiyon olmasi icin
|fI(1 — |g|?) # 0 dir. Oklid uzaymmda yapilan islemler Lorentz-Minkowski uzaynda

maksimal yiizeyler icin tekrar edilirse, N : M — H? Gauss doniisiimii

1

N = 7 (2Rele),20m(9). 1+ [g)

olur ve

2|¢’ ?
I [ 9] : 2]
[F1(L = 1gl?)
maksimal yiizeyin Gauss egriligidir. (Kobayashi 1983).

Ornek 3.2.1. (Hiperbolik katenoid) M = C Riemann yiizeyi iizerinde g(z) = i&—

e*+1
(e?41)2 ..
ve w = —z%dz icin holomorf formlar

Uy = —idz, 1y =sinh(z)dz, 3 = (—1+ cosh(z))dz
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yardimiyla maksimal yiizeyin parametrik denklemi
X (u,v) = (v, cos(v) sinh(u), —1 + cos(v) cosh(u))

elde edilir.

Sekil 3.3 Hiperbolik katenoid yiizeyi

Oklid uzaymda elde edilen minimal yiizeyler ile Lorentz-Minkowski uzaymnda elde
edilen maksimal yiizeyler arasinda dualite olarak da bilinen bir baglant1 vardir (Cal-
abi 1970). Yani bir minimal yiizeyden bir maksimal yiizey ve benzer gekilde bir
maksimal yiizeyden bir minimal yiizey elde edilebilir. Literatiirde bu gekilde elde

edilmig yiizeyler, dual yiizey ya da ikiz yiizey olarak adlandirilmigtir.

Uyar1 3.2.1. 1. X, R? uzayinda konformal bir minimal yiizey ve ¢ bu yiizeyin
izotropik egrisi olsun. X yiizeyinin dual yiizeyi X”, L3 uzayinda bir maksimal
yiizeydir ve izotropik egrisi v = (—i¢1, —igo, ¢3) olur. Dolaywsiyla X yiizeyinin
Weierstrass verisi (g, w) ise X” yiizeyinin Weiertrass verisi (¢°, w’) = (ig, —iw) dir.
2. X, L? uzaymnda konformal bir maksimal yiizey ve 1) bu yiizeyin izotropik egrisi
olsun. X yiizeyinin dual yiizeyi X*, R? uzayinda bir minimal yiizeydir ve izotropik
egrisi ¢ = (i1, i), 13) olur. Dolayisiyla X yiizeyinin Weierstrass verisi (g, w) ise

X! yiizeyinin Weiertrass verisi (g%, w*) = (—ig, iw) dur.

Burada kompleks say1 olan ¢ nin koordinat bilegsenlerinde yeri degistirilerek de benzer
sonuclara ulagilabilir ve elde edilen yiizeyler birbirlerine denk yiizeylerdir. Oklid uza-
yinda minimal olan tek donel yiizey katenoid yiizeyidir; ancak Lorentz-Minkowski
uzayinda donme eksenine bagl olarak eliptik, hiperbolik ve parabolik katenoid (bir-

inci tip katenoid, ikinci tip katenoid ve ikinci tip Enneper yiizeyi) olmak iizere; ii¢
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tip maksimal donel yiizey vardir. Minimal ve maksimal yiizeyler arasindaki yukarida
bahsedilen iliski gz 6niine almdigi zaman, Oklid uzayindaki katenoid yiizeyine
Lorentz-Minkowski uzayinda hangi yiizeyin karsihik geldigi sorusu akla gelebilir. Lit-
eratiirde bu konuda yapilmig bazi ¢aligmalar meveuttur (Lopez vd. 2000, Araujo ve

Leite 2009, Lee 2011).

(2—20)2
Z_ ve u = ¢E=20)°

Ornek 3.2.2. M = C Riemann yiizeyi iizerinde g(z) = = 5

dz igin
holomorf formlar

122+ 22 — 21

Y = 5

-2
dz, s = (1+i2)dz, 3= (% n z> dz

yardimiyla maksimal yiizeyin parametrik denklemi

_ 1.2 1,3 u? v
2uv+61} +v+ 5 3
X (u,v) = U — U
_ 1,2 1.3 u? o2
UV + gU” + 5 2

olarak bulunur. Bu yiizey parabolik katenoid yiizeyidir ve dual yiizeyinin Weierstrass

verisi
— 24?2
¢ = —ig = —iZ_Z% . W =iw = —%dis
ve holomorf formlar
52 2 2 )
o= (%dz, (i — 2)dz, (% + z)dz>

seklinde olup dual minimal yiizeyin parametrik denklemi

6(u — uv) — u® + 3uv? v? —u? —2v 3(u? —v? —u?v) + 03
Xiu,v) = ( 6 A 6

elde edilir.

3.3 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Bjorling Problemi

Isvecli matematikci Emanuel Gabriel Bjorling, minimal yiizey teorisi iizerinde calismis
ve 1844 yilinda kendi ismiyle anilan bir problemi ortaya koymugtur (Bjorling 1844).
Bu problem egri yardimiyla minimal yiizey liretme problemi olarak bilinir ve soyle

ifade edilir:
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Bjorling Problemi : 3-boyutlu Oklid uzayinda o : I C R — R? analitik bir egri
ve V: I CR — R3 « egrisi boyunca (V, ') = 0 sartin saglayan birim vektor alan
olmak iizere; u € I i¢in a(u) = X (u,0) ve V(u) = N(u,0) olacak bi¢imde normali
N (u,v) olan bir X (u,v) parametrik minimal yiizeyi elde edilebilir mi?

Bjorling problemi Cauchy-Kovalevskaya teoreminin ézel bir halidir ve 1890 yilinda
Schwarz tarafindan kompleks degigkenler yardimiyla ¢oziilmiigtiir. Problemin ¢oziile-
bilmesi i¢in « egrisinin ve V' vektor alaninin reel degiskeni, Taylor serisinde kompleks
degisken z ile degistirileceginden egrinin ve vektor alaninin analitik olmasi gerekir.
Kompleks Taylor serisi yardimiyla  C C bolgesi iizerinde bir analitik (holomorf)
kompleks egri a(z) : Q — C? tammlanabilir. 2 basit baglantili bélgesinde «(¢) egrisi
ve V(t) vektor alaninin holomorf geniglemeleri sirasiyla a(z) ve V(z) dir. « egrisi,
Bjorling probleminin ¢6ziimii ile elde edilen minimal yiizeyin parametre egrisidir ve

V' vektor alani da egri boyunca yiizeyin birim normal vektor alanini verir.

Teorem 3.3.1. Bjorling probleminin bir tek ¢éziimii vardir ve

X(z) = Re a(z)—i/V(w)xo/(w) dw ] , ug € I sabit ve z=u+ 1w

uo

seklindedir (Schwarz 1890).

Problemde yer alan («, V') ikilisi Bjorling verisi olarak bilinir ve bu veriler yardimiyla
Bjorling probleminin ¢6ziimiinden elde edilen minimal yiizeye Bjorling yiizeyi de

denir.

Uyar1 3.3.1. Bjorling probleminin bir tek ¢6ziimiiniin olmasi goyle agiklanabilir:
Eger X : O, cC = R? Y :Q, C C— R? yiizeyleri aym1 egri ve vektor alanm icin
verilen Bjorling probleminin iki ayri ¢ozlimii ise €3 N Qs climlesi iizerinde X (u,v) =

Y (u,v) dir.

Oklid uzaymda bir o egrisinin Frenet elemanlar1 {t, n, b} olmak iizere; t = a//|o/|,
n=bxtveb=a xa"/|a xa"| seklindedir. Birim hizli bir egrinin ivme vektorii

yiizeyin birim normal vektor alanina paralel ise bu egri yiizey iizerinde geodeziktir.
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Eger « egrisi birim hizhi bir egri ise n = /|| oldugundan; birim vektor alani
V' = n alinabilir ve Bjorling probleminin ¢oziimii
X(z) = Re | a(z) +i/b(w)dw , Up sabit ve z =u+ 1w
ug
seklinde verilir. Bu durumda o egrisi, X (u,v) parametrik yiizeyi iizerinde hem

parametre egrisi hem de geodezik bir egridir.

Onerme 3.3.1. Bir X = X(u,v) parametrik yiizeyi, o egrisi ve V vektér alani ile
iiretilmig bir Bjorling yiizeyi olsun. « egrisi ve —V vektor alani ile iiretilen Bjorling
yiizeyi

X*(u,v) = Re | a(z) +i/V(w) x o (w) dw

uo

= X(u,—v)
seklindedir (Dierkes vd. 1992, Oprea 2000).

Ispat. (cr, V') Bjorling verisi ile tiretilen parametrik minimal yiizey X (u,v) olsun.
Yiizeyin minimal olma 6zelligi parametre se¢iminden bagimsiz oldugundan X*(u, v) =
X (u, —v) yiizeyi de minimaldir ve N*(u,v) = —N(u,—v) dir. Boéylece X*(u,v)

yiizeyi, (o, —=V') ile iiretilen bir minimal yiizeydir. W
Onerme 3.3.2. Parametrik bir X = (z(u,v),2z2(u,v), x3(u,v)) minimal yiizeyi

verilsin ve X (u,0), zy— diizleminde bulunan bir egri olsun. Eger X (u,v) parametrik

yiizeyi, a egrisi boyunca xy diizlemi ile dik olarak kesigirse
1 (u, —v) = x1(u,v) , z2(u,—v) = x2(u,v) , x3(u, —v) = —x3(uU,v)
saglanir (Dierkes vd. 1992, Oprea 2000).

Ispat. X(u,0) = a(u) egrisi boyunca minimal yiizeyin birim normal vektdr alani
N(u,0) = V(u) olsun. « egrisi, xy— diizleminde oldugundan a(u) = (v (u), as(u), 0)
seklindedir. X (u,v) yiizeyi xy— diizlemi ile dik kesigtiginden V (u) = (vy(u), va(u),0)
olup vektorel carpim

V xa =(0,0,v105 — vac))
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elde edilir. Bjorling probleminin ¢oziimii tek oldugundan minimal yiizeyin birinci
bileseni 21 = Re(ay(z)) ve ikinci bilegeni x5 = Re(as(z)) seklindedir. « egrisi ve
—V vektor alanmi icin Onerme 3.3.1 kullanihirsa, vektorel carpimin sonucunda ilk
iki koordinat sifir oldugundan x;(u,—v) = Re(ai(z)) ve zo(u, —v) = Re(as(2))
saglamr. Ayrica z3(u,v) = —Re (i [(V x o/)3(w)dw) dir. o egrisi ve —V vektor

alani icin
Q w3(u, —v) = Re (7, / (V x a’);;(w)dw) = —5(u, v)

elde edilir.H

Benzer sekilde asagidaki énerme ispatsiz verilebilir.

Onerme 3.3.3. X = (z1(u,v), x5(u,v), £3(u, v)) parametrik denklemi ile verilen bir

minimal yiizey olsun. Eger X (u,0) egrisinin noktalar: z— ekseninde ise
Il(”? _U) = xl(u7v) ) .I‘Q(U, _U> = _xQ(u7U> ) I?)(ua _U) = —$3(U,U)

dir.

Bir M yiizeyi {izerinde bir p noktasit ve bir [ dogrusu verilsin. Eger ¢ € M noktasi
| dogrusuna p noktas: ile esit uzaklikta ise ve p ile ¢ dan gecen dogru R?® uza-
yinda [ dogrusu ile dik olarak kesigiyorsa ¢ noktasi p noktasinin [ dogrusuna goére
simetrigidir. Benzer gekilde yiizey iizerinde bir p noktasi ve yiizey ile dik kesigen bir
P diizlemi verilsin. Eger ¢ € M noktas1 P diizlemine p noktasi ile egit uzaklikta ise
ve pile ¢ dan gecen dogru P diizlemi ile dik olarak kesigiyorsa ¢ noktasi p noktasinin
P diizlemine gére simetrigidir. Onerme 3.3.2 ve Onerme 3.3.3 kullanilarak Schwarz
yansima prensipleri elde edilir. Burada bahsedilen minimal yiizeylerin simetri 6zel-

ligi lokal bir ozelliktir.

Teorem 3.3.2. (Schwarz Yansima Prensipleri)

1. Bir minimal yiizey dik olarak kesistigi bir diizleme gore simetriktir

2. Bir minimal yiizey igerdigi herhangi bir dogruya gore simetriktir. (Nitsche 1989,
Dierkes vd. 1992).
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Ornek 3.3.1. (Scherk’in Birinci Yiizeyi)

Scherk yiizeyinin simetri dogrular1 birinci Shwarz yansima prensibine uygun bir

cos(y)
cos(x)

ornektir. Scherk yiizeyinin kapal denklemi z = log ( ) —5 < x,y < 7§ sek-
lindedir. z = 0 i¢in bu denklemde cos(y) = cos(z) esitligi elde edilir. Dolayisiyla
y = £z dir. Yani Scherk yiizeyinin zy diizlemi ile arakesiti y = +x dogrularidir.

Dolayisiyla bu dogrular Scherk yiizeyinin simetri eksenleridir.

Ornek 3.3.2. zz diizleminde bulunan o(u) = (8(u), 0,v(u)) egrisini iizerinde geodezik

bir egri olarak bulunduran minimal yiizeyi Bjorling formiilii ile elde edelim. Egrinin
[

B’ (u)+ ( )?
vektorel carpim V(w) X « (0, /B2(w) +~%(w), 0) dir. Béylece Bjorling prob-

birim normal vektor alam n = (—+',0,5") olup, V = n durumunda

leminin ¢oziimii

X (u,0) = (Ref(2), Im / VB 7w)idw, Rex(2))

seklindedir. Ozel olarak oo = (1 —cos(u), 0, u—sin(u)) sikloid egrisi alinirsa, minimal

yiizeyin parametrik denkleminin birinci ve ii¢iincii bilegeni
ry = Re(l—cos(z)) =1— cos(u)cosh(v)
r3 = Re(z—sin(z)) = u — sin(u) cosh(v)

elde edilir. sin®(w) + (1 — cos(w))? = 4sin?(w/2) esitliginden

/ \/sinz(w) + (1 — cos(w))?dw = —4 cos(z/2)
olup Bjorling probleminin ¢oziimii ile elde edilen yiizeyin parametrik denklemi
X(u,v) = <1 — cos(u) cosh(v), 4 sin g sinh %, u — sin(u) cosh(v))

dir. Bu yiizey Catalan yiizeyi olarak bilinir ve sikloid egrisini hem geodezik hem de

u— parametre egrisi olarak tlizerinde bulundurur.

Bjorling problemi yardimiyla yonlendirilemeyen minimal yiizeylerde elde edilebilir.
Ornegin; y = 0 diizleminde yer alan 22° = 922 Neil paraboliinden iiretilen minimal
yiizey Henneberg yiizeyidir. Bu yiizey yonlendirilemeyen (tek tarafli) bir minimal
yizeydir ve Neil paraboliinii iizerinde hem parametre egrisi hem de geodezik egri

olarak bulundurur.
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3.4 3- Boyutlu Lorentz-Minkowski Uzayinda Bjorling Problemi

Maksimal yiizeyler yalmizca matematik de degil genel gorelilik problemlerinde de yer
aldigindan fizik icin de énemli bir konudur. Maksimal yiizeyler ile Oklid uzayinda
verilen minimal yiizeyler bazi1 ortak ozelliklere sahiptir. Ornegin, maksimal yiizeyler
alan integralinde maksimum alani ifade ederler. Ayrica, bu yiizeyler de minimal
yiizeylerde oldugu gibi Weierstrass-Enneper gosterimine sahiptir. Ancak minimal
ve maksimal yiizeyler arasinda farkliliklar da bulunur. Calabi-Bernstein teoremi
ile L3 uzayinda tam maksimal yiizeylerin yalnizca spacelike diizlemler oldugu gos-
terilmigtir. Weierstrass-Enneper gosterimleri genellikle tam minimal yiizeyler icin
kullanildigindan maksimal yiizeyler icin Weierstrass-Enneper gosterimleri minimal
yiizeylerde oldugu kadar kullanigh degildir. Bu nedenle maksimal yiizey iiretecek
bagka bir formiil elde etmek 6nemlidir. Dolayisiyla L3 uzayinda, bu tip yiizeyler icin
Bjorling problemi ele alinmigtir. Problem olusturulurken dikkat edilmesi gereken
nokta maksimal yiizey, bir spacelike yiizey oldugundan V' birim vektor alaninin time-
like ve «v egrisinin, spacelike bir egri olmasi gerektigidir. Ayrica V' vektor alani time-
like oldugundan Lorentz metrigi de gézoniine alinirsa vektor alaninin iigiincii bilegeni
mutlaka sifirdan farkli olmalidir. Bjorling problemi maksimal yiizeyler icin su sek-
ilde ifade edilebilir: o : I C R — L3 analitik spacelike bir egri ve V : I C R — L3,
egri boyunca (V,a/) = 0 sartin1 saglayan birim timelike vektor alani olmak iizere;
u € I i¢in « egrisini iizerinde u— parametre egrisi olarak barindiran ve V' vek-
tor alan1 « egrisi boyunca yiizeyin birim normal vektor alani olacak bicimde bir
X (u,v) maksimal yiizeyi elde edilebilir mi? Problemde bahsedilen « egrisi ve V'
vektor alani analitik oldugundan, analitik devam ilkesine gore a(z) ve V(z) holomorf
geniglemeleri vardir ve bu genislemeler tektir. Basit baglantili Q C C bdlgesinde,
a(z) ve V(z) srasiyla «(t) egrisi ve V(t) vektor alanmin holomorf geniglemeleri

olmak fiizere; Bjorling probleminin ¢6zimi
X(2) = Re oz(z)+i/V(w)><o/(w) dw uwel, z=u+iv (3.17)
ug

seklinde verilir. X (z) yiizeyi, v egrisi ve V' vektor alani ile elde edilen tek maksimal

yiizeydir (Alias vd. 2003). Q basit baglantili bolge oldugu i¢in formiilde yer alan
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integral ¢evreden bagimsizdir. Boylece X (z) iyi tanimhdir. Oklid uzayinda oldugu
gibi Bjorling probleminin ¢6ziimii ile elde edilen maksimal yiizeylere Bjorling yiizeyi
de denilebilir. Eger X : Q; c C — L3, Y : Oy, € C — L3 yiizeyleri aym egri ve
vektor alani i¢in verilen Bjorling probleminin iki ayr1 ¢oziimi ise 2; N €2y climlesi

tizerinde X (u,v) =Y (u,v) dir.

a : I — L3, birim hizhh spacelike bir egri olsun. V¢t € I i¢in, o vektorii time-

Ol//

like ise <a, V= m) verisi ile iiretilen Bjorling yiizeyi, v egrisini geodezik bir egri

olarak iizerinde barindiran tek maksimal yiizeydir.

Sonug 3.4.1. X = X (u,v) parametrik yiizeyi, « egrisi ve V' vektor alani ile iiretilmis
bir maksimal yiizey olsun. « egrisi ve —V vektor alani ile iiretilen maksimal yiizey

X*(u,v) = Re | a(z) —i/V(w) X o (w) dw

uo

= X(u,—v)

seklindedir (Alias vd. 2003).

Spacelike bir M yiizeyi iizerinde bir p noktasi ve spacelike bir [ dogrusu verilsin.
Eger ¢ € M noktas: i¢in ’% € [ ise ve p ile ¢ dan gegen dogru [ dogrusu ile dik
olarak kesigiyorsa g noktasi p noktasinin [ dogrusuna gore simetrigidir denir. Benzer
sekilde yiizey {izerinde bir p noktasi ve yiizey ile dik kesigen timelike bir P diizlemi
verilsin. Eger ¢ € M noktas: i¢in % € P ise ve pile ¢ dan gecen dogru P diizlemi
ile dik olarak kesigiyorsa ¢ noktasi p noktasinin P diizlemine gore simetrigidir denir.
Bu tanmimdan yola cikilarak Oklid uzayinda minimal yiizeyler icin verilen Schwarz

yansima prensipleri Lorentz uzayinda maksimal yiizeyler i¢in de elde edilmigtir.

Teorem 3.4.1. (Schwarz Yansima Prensipleri)
1. Bir maksimal yiizey {izerinde bulunan her spacelike dogru, yilizeyin simetri ek-
senidir.

2. Bir maksimal yiizey ile dik olarak kesisen her timelike diizlem, yiizeyin simetri

diizlemidir (Alias vd. 2003).
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Ornek 3.4.1. zz diizleminde bulunan a(u) = (B(u),0,7v(u)) spacelike bir egri ve

n egrinin birim normal vektor alan1 olmak iizere; V = n = L__(+',0,4) birim
BIQ_'YIQ

timelike vektor alam kullamlarak V' x o/ = (0,+/5% —~2,0) elde edilir. Buradan

Bjorling probleminin ¢éziimiinden elde edilen maksimal yiizey

X(2) = (Re(), ~Im [ /FTP =y (wPdv, Rer()

seklindedir. Ozel olarak spacelike a(u) = (u,0, cos(u)) egrisi alinirsa Q = (=3, 1) X

NI

R C C bolgesinde taniml
X (u,v) = (u, —cos(u) sinh(v), cos(u) cosh(v))

hiperbolik katenoid yiizeyi elde edilir. Ornekde goriildiigii iizere o egrisi, X yiizeyinin
u— parametre egrisidir. Bu yiizey timelike diizlemde bulunan spacelike bir cember
egrisi yardimiyla da elde edilebilir. Burada Bjorling formiilii yardimiyla bulunan
hiperbolik katenoid yiizeyi Ornek 3.2.1 de Weiertrass verileri ile elde edilmisti.

Oklid uzayma benzer olarak Henneberg maksimal yiizeyi, 922 = (z + 2)° egrisi
yardimiyla elde edilmistir ve bu egriyi iizerinde geodezik egri olarak bulunduran tek

maksimal yiizeydir (Alias vd. 2003).

Onerme 3.4.1. L? uzayinda timelike diizlemde bulunan spacelike bir ¢cemberi {iz-
erinde geodezik egri olarak bulunduran bir maksimal yiizey hiperbolik katenoid

yiizeyine ya da onun bir par¢asina denktir (Alias vd. 2003).

L? uzayimnda bir yiizey, eger bir parametreli dénme hareketi altinda invaryant ise ve [
ekseni iizerindeki her nokta bu hareket altinda sabit ise yiizeye [ eksenli dénel yiizey

denir.

Teorem 3.4.2. L3 uzaymda her maksimal donel yiizey asagida verilen yiizeylerin
birine veya onun bir parcasina denktir

i) spacelike diizlem

ii) birinci tip katenoid yiizeyi

iii) ikinci tip katenoid yiizeyi

iv) ikinci tip Enneper yiizeyi (Kobayashi 1983).
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Uyar1 3.4.1. L3 uzaymnda birinci tip katenoid yiizeyi timelike eksenli, ikinci tip
katenoid yiizeyi spacelike eksenli ve ikinci tip Enneper yiizeyi lightlike eksenli mak-

simal donel yiizeylerdir.

L? uzaymnda her spacelike regle yiizey a birim hizhi spacelike bir egri ve n egrinin
birim normal vektor alani olmak tizere; X : Q C R? — L3, X(u,v) = a(u) + vn(u)

seklinde yazilir.

Teorem 3.4.3. L3 uzayinda her maksimal regle yiizey asagida verilen yiizeylerin
birine veya onun bir parcasina denktir

i) spacelike diizlem

ii) birinci tip helikoid yiizeyi

iii) ikinci tip helikoid yiizeyi

iv) ikinci tip Enneper yiizeyinin eglenik yiizeyi (Cayley regle yiizeyi) (Kobayashi
1983).

43



4. MAKSIMAL YUZEYLERIN YENI ORNEKLERI

3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda elde edilen ve (3.17) ile verilen Bjorling prob-
leminin ¢6ztimii maksimal yiizey elde etmek giizel ve kullamigh bir yontemdir. Ancak
formiilde yer alan integrali almak ve bunun sonucunda elde edilen kompleks ifadeyi
reel ve imajiner kisimlara ayirmak kolay olmadigi i¢in literatiirde bu yontemle elde
edilmig ¢ok fazla maksimal yiizey 6rnegi yoktur. Bu boliimde (3.17) formiili kul-
lanilarak yeni maksimal yiizey 6rnekleri elde edilecek ve bu yiizeyler parametrik den-
klemleri ile verilecektir. Bjorling problemi ile ilgili genel teori, Bjorling ylizeyinin
egri boyunca bir serit oldugunu soyler. Ancak bu tez calismasinda Bjorling for-

miiliiniin ¢6ziimleri tiim kompleks diizlem C iizerine genisletilecektir.

L3 uzayinda «, {t,n,b} Frenet gatisina sahip spacelike bir egri ve V, «a egrisi
boyunca birim timelike vektor alani olsun. (V, o') = 0 sart1 saglandigindan V' vektor
alani, n ve b vektorlerinin lineer birlesimi olarak V' = g(¢)n(t) + h(¢)b(¢) seklinde
yazilabilir. 'V, birim vekt6r alani timelike oldugundan g¢(t) ve h(t) fonksiyonlar:

egrinin normal ve binormal vektoriiniin causal karakterine bagh olarak g(t), h(t) €

{cosh ¥(t),sinh ¥(t)} se¢ilmelidir.

« egrisi, cember ya da helis egrisi ve ¢ fonksiyonu lineer alinarak Bjorling problemi
¢oziilebilir. Burada egrinin ve ¢ fonksiyonunun secimi formiilde yer alan integralin
hesaplanabilmesi icin 6nemlidir. Aslinda bu yéntem Oklid uzayinda minimal yiizey
elde etmek icin uygulanmistir (Meeks ve Weber 2007, Mira 2006). Oklid uzayinda
egrinin cember olarak alinmasi ile elde edilen Bjorling yiizeyler, bending helicoids
(Meeks ve Weber 2007) ve egrinin helis olarak alinmasiyla elde edilen Bjorling

yiizeyler ise Weber tarafindan helicoidal helicoids olarak adlandirilmiglardir.

Tezin bu béliimiinde yeni maksimal yiizey érnekleri elde etmek icin Oklid uzaynda
verilen bending helicoids ve helicoidal helicoids yiizeylerinin Lorentz-Minkowski uza-
yinda karsiliklar: arastirilacaktir. Ancak Oklid ve Lorentz-Minkowski uzaylar: arasin-

da dikkat edilmesi gereken bazi durumlar vardir. Ornegin, L? uzaymda dénme ek-
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seninin causal karakterine bagl olarak ii¢ tip spacelike ¢ember egrisi vardir. Bu
cemberlerden timelike ve spacelike eksenli olanlar trigonometrik fonksiyonlarla ifade

edilirken, lightlike eksenli olanlar polinomlarla ifade edilirler.

4.1 Cemberi igeren Maksimal Yiizey Ornekleri

Spacelike bir cember, sifirdan farkli sabit egrilige sahip diizlemsel bir egri olarak
tanimlanir. Bir bagka ifadeyle L3 uzaymda cember, bir noktanin bir parametreli
donme hareketi altinda yoriingesidir ve bir nokta ile dénme hareketinin ekseni yardi-
miyla belirlenir. L3 uzayinda timelike, spacelike ya da lightlike eksene sahip iic
farkh spacelike gember egrisi vardir. Timelike veya spacelike eksenli yay-parametresi
ile parametrelendirilmis spacelike ¢ember bir Frenet egrisidir ve Frenet elemanlar:
t =a, n=a"/|d| ve b =t x n geklinde verilir. Eger eksen lightlike ise o’ (t)
bir lightlike vektor oldugundan egri iizerinde ortonormal Frenet catisi kurulamaz.
Bunun igin o/(t) vektorii ve iki tane lightlike vektor yardimiyla bir ortonormal ¢ati

elde edilerek devam edilir.

4.1.1 Timelike eksen

Homoteti altinda L = Sp{(0,0, 1)} timelike eksenli spacelike bir cember egrisi ¢t € R
i¢in, a(t) = (cos(t),sin(t), 0) seklinde parametrize edilir. Egrinin normal ve binormal

vektorleri sirasiyla
n(t) = (—cos(t), —sin(¢),0) ve b(t) =(0,0,—1)
dir. Egri boyunca egrinin tegetine dik olan birim timelike vektor alani ise
V(t) = sinh(¥(t))n + cosh(I(t))b (4.1)

seklindedir. J(t) = at+0b, a,b € R fonksiyonunu ele alarak tiim durumlar: inceleye-
lim.

1. Durum : Eger 9(t) = 0 ise V(z) x o/(z) = (cos(z),sin(z),0) dir. Egrinin son
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bilegeni de sifir oldugundan Bjorling yiizeyi z = sabit olan yatay diizlemlerdir.

2. Durum : Eger 9(t) = b € R, b # 0 ise birim timelike vektor alan:
V(t) = sinh(b)n + cosh(b)b
= (—sinh(b) cos(t), —sinh(b) sin(t), — cosh(b)), te€R
dir. « egrisinin ve V birim vektor alaninin holomorf geniglemeleri sirasiyla
a(z) = (cos(z),sin(z),0) ve V(z) = (—sinh(b)cos(z), —sinh(b) sin(z), — cosh(b))
oldugundan, Lorentz vektorel ¢carpim
V(z) x /() = (cosh(b) cos(z), cosh(b) sin(z), sinh(b))
olarak hesaplanir. (3.17) ile verilen Bjorling formiiliinde yer alan integral
/Z V(w) x o (w)dw = (cosh(b) sin(z), cosh(b)(1 — cos(z)), z sinh(b))
0
seklinde hesaplanir. Dolayisiyla Bjorling yiizeyi

cos(z) + i cosh(b) sin(z)
X(2z) = Re | sin(z) +icosh(b)(1 — cos(z))
iz sinh(b)

elde edilir. Mathematica programi kullanilarak bu egitlikte yer alan kompleks ifadelerin
reel ve imajiner kisimlar: hesaplanabilir. Ornegin; cos(z) fonksiyonu i¢in hesaplama

agagida verildigi gibidir:

Cos[u+Iv]//TrigExpand
Cos[ulCosh[v]-I Sin[ulSinh[v].

Dolayisiyla maksimal yilizeyin parametrik denklemi

cos(u)(cosh(v) — cosh(b) sinh(v))
X(u,v) = | sin(u)(cosh(v) — cosh(b) sinh(v))
—v sinh(b)
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elde edilir. (0,0, 1) eksenli bir parametreli donme hareketi

cos(t) —sin(r) 0
Gy =V (r)=| sin(r) cos(r) 0 |:7T€R
0 0 1
seklinde verilir. Buradan V7 € R i¢in V(1) - X(u,v) = X(u + 7,v) saglandig
icin elde edilen maksimal yiizey bir donel yilizeydir. Bu yiizey eliptik katenoid veya
birinci tip katenoid yiizeyi olarak adlandirilmigtir (Kobayashi 1983).
Simdi bu maksimal yiizeyin Weierstrass gosterimini elde edelim. (3.17) ifadesinden

holomorf 1-formlar

U(z) = [ (2) +i(V(2) x a/(2))] dz

seklindedir. Buradan
Y = (—sin(z) + i cosh(b) cos(z), cos(z) + i cosh(b) sin(z), i sinh(b))
olup yilizeyin Weierstrass verisi

w=1 —ithg = (—1-+cosh(b))(sin(z) + icos(z))
— %’ie_b_iz(—l + 6b)2
= coth(b/2)(cos(z) + isin(z))

= coth(b/2)e”.

dir.
3. Durum : L.? uzayinda bending helicoids yiizeyleri ¥(t) = at+b, a # 0 durumunda
elde edilirler. Sonuclarin daha basit bir gekilde elde edilebilmesi i¢cin b = 0 alinabilir.

Bu durumda

V(t) = sinh(at)n + cosh(at)b

= (—sinh(at) cos(t), — sinh(at) sin(t), — cosh(at)), te€R
ve holomorf geniglemelerin vektorel carpimi

V x o = (cosh(az) cos(z), cosh(az) sin(z), sinh(az))
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olup
cosh(az) sin(z)4a cos(z) sinh(az)
14+a?

/ V(w) « o/(w)dw — 1—cos(z) cosh(az)+asin(z) sinh(az)
0

1+a?

—1-+cosh(az)
a

elde edilir. Boylece Bjorling yiizeyi

COS(Z) + Z-cosh(az) sin(zi—j—r(;;:os(z) sinh(az)

X(Z) = Re Sin(z) + il—cos(z) cosh(alz-i)_—;a sin(z) sinh(az)
Z-—l—i—cosh(az)

dir. Dolayisiyla yiizeyin parametrik denklemi

A(v) = asinh(v) cos(av) — cosh(v) sin(av)
B(v) = sinh(v)cos(av) + acosh(v)sin(av)

olmak iizere;

sin(u) sinh(au) A(v)—cos(u) cosh(au) B(v)

cos(u) cosh(v) + e

X(U7 U) — sin(u) COSh(U) _ cos(u) sinh(au)A(vl):-as;n(u) cosh(au)B(v)
__sin(aw) sinh(au)

seklindedir. Yiizeyin birinci temel formunun katsayilar
E = G = (cos(av) cosh(v) — cosh(au) sinh(v))?> F =0
oldugundan elde edilen yiizey izotermal parametrelemeye sahiptir ve
Xuyu + Xop =0

egitligi saglandigindan bir maksimal yiizeydir.
Genel durumda yiizeyin holomorf 1-formlar
Yy = (—sin(z) + icos(z) cosh(az))dz
= (}lz (e7 +€%) (e + ™) + %z (" — e_iz)) dz
e = (cos(z)+isin(z)cosh(az))dz
= (;l (eiz — e‘iz) (e“’z + e_“z) + % (e‘iz + eiz)> dz

1
w?y - iSinh(az)dz — 52’(602 o efaz)dz
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Sekil 4.1 a =1 icin timelike eksenli cemberi iceren maksimal yiizey

olup yiizeyin Weierstrass verisi

B -(eaz il 1)2
A 2elati)z
eiz (eaz + 1)

dir. Holomorf formlar: iistel fonksiyonlar cinsinden yazmak icin Mathematica pro-

gramindan yararlamlabilir. Ornegin;

TrigToExp[-Sin[z]+I Cos[z] Cosh[az]]

komutu kullanilarak v); holomorf formunun {istel fonksiyonlar cinsinden ifadesi elde

edilir.

Uyar1 4.1.1. 1. R3 uzayinda bending helicoids yiizeyleri elde edilirken kullanilan
a(t) = (cos(t),sin(t),0) cember egrisi boyunca vektér alam V' = cos(d(t))n(t) +
sin(¥(t))b(t) seklinde periyodik bir fonksiyondur; ancak IL? uzayinda o ¢ember egrisi
boyunca vektor alani periyodik bir fonksiyon olmadigi icin « egrisi yiizey iizerinde
uzunlugu 27 den kiiciik olan bir cember parcasini ifade eder.

2. R® uzaymda 9(¢t) = 3t durumunda ydnlendirilemeyen minimal yiizeyler elde
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edilmigtir (Mira 2006, Meeks ve Weber 2007). Ancak spacelike yiizeyler her zaman

yonlendirilebilir olduklarindan L3 uzayinda boyle bir durum séz konusu degildir.

4.1.2 Spacelike eksen

L = Sp{(1,0,0)} spacelike eksenli spacelike bir cember homoteti altinda ¢ € R igin,
a(t) = (0,sinh(t), cosh(t)) seklinde parametrize edilir. Egrinin normal ve binormal
vektorleri

n = (0,sinh(t), cosh(t)), b = (1,0,0)

dir. Boylece birim timelike vektor alam, V(t) = cosh(d(t))n + sinh(d(t))b sek-
lindedir. 1 fonksiyonuna gore durumlar timelike eksende oldugu gibi incelenebilir:
1. Durum : Eger 9(t) = b € R ise V' = (sinh(b), cosh(b) sinh(t), cosh(b) cosh(t)) dir.

Egrinin ve vektor alaninin holomorf geniglemelerinin vektorel carpimi
V x o = (= cosh(b), — sinh(b) sinh(z), — sinh(b) cosh(z))
dir ve buradan Bjorling yiizeyinin denklemi

—icosh(b)z
X(z) = Re | sinh(z) — isinh(b)(cosh(z) — 1)
cosh(z) — isinh(b) sinh(z)

bulunur. Bdéylece maksimal yiizeyin parametrik denklemi

v cosh(b)
X(u,v) = | sinh(u)(sinh(b) sin(v) + cos(v))
cosh(u)(sinh(b) sin(v) + cos(v))

olarak elde edilir.

1 0 0
Gs=qVY(1)=1] 0 cosh(r) sinh(r) |:7€R
0 sinh(7) cosh(r)
ile (1,0, 0) spacelike eksenli bir parametreli dénme hareketi ifade edilir ve V7 € R igin

Us(7)- X (u,v) = X(u+T,v) saglandigindan X (u, v) bir dénel yiizeydir. Dolayisiyla
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elde ettigimiz yiizey hiperbolik katenoid yiizeyidir. b = 0 olmas1 halinde elde edilen
yiizey ikinci tip katenoid yiizeyi olarak adlandirihr (Kobayashi 1983).

Yiizeyin holomorf 1-formlari
(z) = (—icosh(b), cosh(z) — isinh(b) sinh(z), sinh(z) — 7 sinh(b) cosh(z))

olup yiizeyin Weierstrass verisi, iistel fonksiyonlar cinsinden

(6b+z+i€b+i6z+1)2d ( ) i€b+z—|—6b—ez—i
w=— z ve z) = .
4ebtz 9 etz +ieb +ier + 1
dir.
. .. . .. . .(5Z+1)2 _ er—1 .
Uyar: 4.1.2. b = 0 i¢in Weierstrass verisi w = —i~—5z—dz g = iy elde edilir.

Bu veriler yardimiyla hiperbolik katenoid yiizeyi Ornek 3.2.1 de elde edilmistir.

2. Durum : Eger 9(t) = at, a # 0 ise birim vektor alani

V(t) = cosh(at)n + sinh(at)b

= (sinh(at), cosh(at) sinh(t), cosh(at) cosh(t)), te€ R

olup
V x o = (= cosh(az), — sinh(z) sinh(az), — cosh(z) sinh(az))

—sinh(az)
a

/ V(’ZU) < o (w)dw _ —a cosh(az) sinh(z)+cosh(z) sinh(az)
0

a?—1
a—a cosh(az) cosh(z)+sinh(z) sinh(az)
a?-1

bulunur. Bu durumda yiizeyin parametrik denklemi a # 1 ve a = 1 igin iki farkh

sekilde elde edilir. Eger a # 1 ise

—Z Sinh(az)
X (Z> = Re Sinh(Z) + —acosh(az) Sinha(QZ)_JgCOSh(Z) sinh(az)
COSh(Z) + ia—a cosh(az) Cosilgi)il—sinh(z) sinh(az)

seklindedir. Buradan maksimal yiizeyin denklemi

A(v) = cos(v)sin(av) + asin(v) cos(av)

B(v) = acos(v)sin(av) — sin(v) cos(av)
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olmak flizere;

cosh(au) sin(av)
a

X(u, ’U) = Sinh(u) COS(U) + cosh(u) cosh(au)A(Z);;slinh(u) sinh(au) B(v) (43)
cosh(u) cos(v) + S22 COSh(a“)A(?;_CfSh(u) sinh(au) B(v)
elde edilir. Eger a =1 ise
—isinh(z)

. z—cosh(z) sinh(z)
2

X(z) = Re| sinh(z)+7i
.sinh?(2)

cosh(z) —i>

oldugundan maksimal yiizeyin parametrik denklemi

cosh(u) sin(v)

X(u,v) = | sinh(u)cos(v) + 3 sin(v) cos(v)(1 + 2sinh®(u)) — 2

cosh(u) cos(v)(1 4 sinh(u) sin(v))

(4.4)

elde edilir.

4 %

Sekil 4.2 a =1 icin spacelike eksenli cemberi iceren maksimal yiizey
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Yiizeyin holomorf 1-formlari

Yy = —icosh(az)dz = —%ie“z (e +1) dz
s = (cosh(z) —isinh(z)sinh(az))dz
e (% (62 + 6—2) . %Z (ez . e—z) (eaz o e—az)) dz
13 = (sinh(z) — icosh(z)sinh(az))dz
1

z —z 1 sz —z az —az
= (5(6 —e )—Zz(e +e7) (e —e ))dz
seklindedir. Boylece yiizeyin Weierstrass verisi

(e(a+1)z 4 jet 4 jet 4 1>2 ( ) ie(a“)z 1Lt e g
V4 Z) =
4elat1)z 9 elatl)z 4 jeaz 4 jez 4 ]

w=—

olarak hesaplanir. Timelike eksenin aksine spacelike eksende holomorf 1-formlar
yalnizca e* iistel doniigiim cinsinden yazilabildigi igin e* — z (dz — dz/z) degisken

degistirmesi yapilarak holomorf 1-formlar

2a
R - .
wl 2 9za+l dz
- 2042 - _2a a+2 a -2 3
—iz + 9270 + 22975 4 220 + 02 — 1
—g220t2 20 4 920%2 950 4 422 4
Y3 = dz
4za+2
elde edilir ve yiizeyin Weierstrass verisi
(20! 4 iz0 iz + 1) AL Py A |
w=— dz g(z) =1 , ,
4p0+1 20FL 20 44z + 1

dir. w holomorf 1— formu, M = C — {0} Riemann yiizeyi tizerinde tammhdir.
a = n € N igin ¢, holomorf formlarimin n # 1 durumunda reel periyodu yoktur.

n = 1 durumunda ise yalnizca 1), nin reel periyodu vardir.

4.1.3 Lightlike eksen

L = Sp{(1,0,1)} lightlike eksene sahip spacelike bir ¢ember homoteti altinda,
t € Rigin, a(t) = (=1 + t?/2,t,t*/2) seklinde parametrize edilir. o/ = (¢,1,t) ve

o = (1,0, 1) olup bir lightlike vektordiir. Dolayisiyla diger durumlarda oldugu gibi
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bir Frenet ¢atisi elde edilemez. Bunun yerine egrinin normal vektorii n(t) = o(t)/2
olarak ve binormal vektorii b(t) ise (n(t),b(t)) = —1/2 olacak sekilde o/(t) vek-

toriine ortogonal olan birim lightlike vektor olarak tanimlamir (Lopez 2014). Boylece

n(t) = (%0%) b(t) = (t22_1,t, t22+1> (4.6)

seklindedir.

er(t) = n—b:(Q_tz,—t,—ﬁ)
es(t) = n+b:(—

vektorleri ile birlikte {a/(t), ea(t), e3(t)} bir ortonormal bazdir. Boylece birim time-
like vektor alam V (¢) = sinh(J(t))es + cosh(9(t))es seklinde yazilabilir.
1. Durum : Eger 9(t) = b € R ise

% (cosh(b) — sinh(b) + sinh(b))
V= t(cosh(b) — sinh(b))
% (cosh(b) — sinh(b)) + cosh(b)
dir ve holomorf genisglemelerin vektorel carpimi
1 (cosh(b)(z* — 2) — sinh(b)2?)
V(z) x d'(z) = (cosh(b) — sinh(b))z
$ (cosh(b)z? — sinh(b)(z* + 2))

olup maksimal yiizeyin parametrik denklemi

(sinh(b) — cosh(b))(5u*v — 3v*) + v cosh(b) + “—22 - % -1
X (u,v) = u + (sinh(b) — cosh(b))uv (4.7)

(sinh(b) — cosh(b))(3u*v — £v*) 4 vsinh(b) + “—22 — %
olarak elde edilir. Simdi bu yiizeyin donel bir yiizey oldugunu gosterelim.

L ={(1,0,1)} eksenli bir parametreli donme hareketi

Gy = Ul(r) = -7 1 T TeR



olarak verilir. ~, xz diizleminde bir egri olmak iizere L eksenli bir donel yiizey
M(u,s) = W(u) - v(s) seklindedir. v(s) = (s,0,g(s)) olarak alinirsa yiizeyin orta-
lama egriliginin sifir olmasi i¢in (s—g(s))g” = (¢*—1)(¢'—1) denklemi saglanmalhdir.
Buradan

c(s—g(s))*+s—g(s)=2s+d, c¢>0,dcR. (4.8)

elde edilir. v egrisinde degigsken degistirmesi yapilarak

7(s) = (5,0, 9(s)) = (h(v) +v,0,h(v) = v)

olarak alimirsa (4.8) denkleminin ¢oziimiinden h(v) = Av® +p, A u € R elde edilir.
Bu yiizey literatiirde ikinci tip Enneper yiizeyi (parabolik katenoid) olarak bilinir

(Kobayashi 1983). Eger
1
A=8u+4 ve p= —g(cosh(b) — 2sinh(b))(sinh(b) 4 cosh(b))

almirsa y(v) = (v + A3 + 1,0, —v + M + p) i¢in M(u,v) = Ul(u) - y(v) dir.
M(u, —3%) = a(u) ve M(u,v) yiizeyinin a egrisi boyunca birim normal vektor alani
V' (u) olur. Bjorling probleminin ¢oziimii tek oldugundan aslinda elde edilen M (u,v)
yiizeyi ile X (u, v) yiizeyi ayn1 yiizeylerdir. Boylece X (u,v) yiizeyinin bir donel yiizey
oldugu ispatlanmig olur.

Yiizeyin holomorf 1-formlari e=* = cosh(b) — sinh(b) esitligi kullanilarak

U(z) = (z + %(e_bz2 — 2cosh(b)), 1 +ie 2,z + %(e_bz2 — 2sinh(b)))

seklinde elde edilir ve yiizeyin Weierstrass verisi

b 2 b
e’ +iz+1 e’ +i1z—1
2e e’ +iz+1

w =

dir.

Burada b = 0 alinarak parabolik katenoid yiizeyinin Weierstrass verileri daha sade
bir sekilde elde edilir. Bu veriler yardimiyla aym yiizey daha énce Ornek 3.2.2 elde
edilmisti.

2. Durum : Eger 9(t) = at,a # 0 ise birim timelike vektor alan

V (t) = sinh(at)es(t) + cosh(at)es(t)
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dir ve vektorel ¢arpim

2 ((2* = 2) cosh(az) — 2% sinh(az))
V xa' = | z(cosh(az) — sinh(az))
3 (22 cosh(az) — (2? + 2) sinh(az))

seklinde bulunur. Kompleks integralin hesaplanmasi ile Bjorling yiizeyi

T(z) = 2%‘63((2 + az(2 + az))(sinh(az) — cosh(az)))

olmak iizere;
—14 2 +iT(2) + 2(1 — a®sinh(az)))
X(z) = Re [ z+i%((1+ az)(sinh(az) — cosh(az)) + 1)
Z 4iT(2) + 2(1 + a® — a® cosh(az)))

dir.

Alu,v) = a*(e®™ —u?+0v* + 1) — 2au — 2
B(u,v) = a*(e*™ —u?®+v? —1) — 2au — 2

C(u,v) = 2av(au+1)

olmak iizere; maksimal yiizeyin parametrik denklemi

u—v2—-2 e~ " (A(u,v) sin(av)+C(u,v) cos(av))
2 + 2a3

X(u’ U) — u+ e~ 9% (qu cos(av)ﬂ;(au—&-l)sin(av))

u2—p? e~ %% (B(u,v) sin(av)+C(u,v) cos(av))
2 + 2a3

seklindedir. Yiizeyin holomorf 1-formlar ise

P = (z + %z((z2 — 2) cosh(az) — 22 sinh(az))) dz
Yy = (1+ize *)dz

1
Py = (52'226_“2 —isinh(az) + z) dz

olup Weierstrass verisi

1
w = —Eie"”(e” +iz +1)%dz
e taz—1
g = e +1z+1

dir.
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Uyari 4.1.3. Bu béliimde ¢ fonksiyonunun sabit oldugu durumlarda elde edilen tiim
maksimal yiizeylerin donel yiizey oldugu gosterilmigtir. Yani literatiirde var olan
maksimal donel yiizeyler (spacelike diizlem, birinci ve ikinci tip katenoid yiizeyleri,
ikinci tip Enneper yiizeyi) Bjorling problemi ve ¢ember egrisi yardimiyla tekrar
elde edilmigtir. ¢ fonksiyonunun sabit olmadigi durumda ise yeni maksimal yiizey

ornekleri bulunmustur.

4.2 Helisi igeren Maksimal Yiizey Ornekleri

L3 uzayinda helis egrisi, bir noktanin bir parametreli helikoidal hareket altinda
yoriingesidir. Bu béliimde spacelike ve timelike eksenli spacelike helis egrilerini

iceren maksimal yiizeyler Bjorling problemi yardimiyla elde edilecektir.

4.2.1 Timelike eksen

Homoteti altinda L = Sp{(0,0,1)} eksenli bir spacelike helis egrisi 0 < A < 1 olmak
tizere; a(t) = (cos(t),sin(t), A\t) seklinde parametrik denkleme sahiptir. Bu egrinin

normal ve binormal vektorleri 4 = 4/1 — A% olmak iizere;

n = (—cos(t), —sin(t),0), b= %(Asin(t), “Acos(t), —1)

dir. Birim timelike vektor alam ise
V(t) = sinh(¥(t))n + cosh(d¥(t))b

seklindedir.

1. Durum : Eger 9(t) = b € R ise holomorf geniglemelerin vektorel ¢arpimi

—Asinh(b) sin(z) + p cos(z) cosh(b)
V xa =] Xsinh(b) cos(z) + psin(z) cosh(b)
sinh(b)
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olarak hesaplanir ve integral alinarak

—pcosh(b) sin(z) + A(—1 + cos(z)) sinh(b)
/ V(w) x o/ (w)dw = | (u — pcos(z)) cosh(b) 4+ Asin(z) sinh(b)
0
z sinh(b)
elde edilir. Boylece maksimal yiizeyin parametrik denklemi
cos(u) cosh(v) + sinh(v)(—pu cosh(b) cos(u) + Asinh(b) sin(u))
X(u,v) = | cosh(v)sin(u) + sinh(v)(—u cosh(b) sin(u) — Asinh(b) cos(u))
Au — v sinh(b)

dir. (0,0, 1) eksenli helikoidal hareket

cos(t) —sin(r) 0 x 0
(1) : (z,y,2) —> | sin(r) cos(t) 0 y |+ 0
0 0 1 z AT

olarak ifade edilir. V7 € R igin ®(7)- X (u,v) = X (u+7,v) oldugundan elde edilmis
olan parametrik maksimal yiizey bir helikoidal yiizeydir.
2. Durum : Eger ¥(t) = at, a # 0 ise V(t) = sinh(at)n + cosh(at)b esitliginden

birim timelike vektor alani

% sin(t) cosh(at) — cos(t) sinh(at)
V= —% cos(t) cosh(at) — sin(t) sinh(at) |, teR

_,% cosh(at)

yardimiyla maksimal yiizeyinin parametrik denklemi

A(v) = (ap+ A)sin(v) cos(av) — (u — aX) cosh(v) sin(av)

B(v) = (ap+ \)cosh(v)sin(av) + (1 — aX) sinh(v) cos(av)

olmak iizere;

COS(U) COSh(U) + sin(u) sinh(au)A(va);—’(_:;Js(u) cosh(au)B(v)

X(u, ’U) — sin(u) COSh(’U) __ cos(u) sinh(au)A(l;);Jrsin(u) cosh(au)B(v) (410)
A\ — sinh(aua)tsin(av)

seklinde elde edilir.
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Sekil 4.3 a =1, A = 3/5 ve p = 4/5 igin timelike eksenli spacelike helisi igeren

maksimal yiizey

Yiizeyin holomorf 1-formlar:

Yy = (ipcos(z)cosh(az) — sin(z)(1 + iAsinh(az))) dz
s = (cos(z)(1+iAsinh(az)) + ipsin(z) cosh(az)) dz

Y3 = (A +isinh(az))dz

seklinde olup yiizeyin Weierstrass verisi

1 .
w = 56’(““)2 (X +ip) €7 — 20" +ip — N) dz

eiz (_2i)\6az + 62az _ 1)
(b —1X) €292 — 2e%% 4 1 4 G\

dir.

4.2.2 Spacelike eksen

L = Sp{(1,0,0)} spacelike eksene sahip iki tip spacelike helis egrisi vardir:

a(t) = (M, cosh(t),sinh(t)), A>1, L Tip

a(t) = (M,sinh(¢),cosh(t)), A >0, II Tip.

Bu boéliimdeki hesaplamalar timelike eksenli duruma benzer gekilde yapilabilir. Be-

lirtilen iki tip helis egrisi icin hesaplamalar yapilarak yiizey ornekleri elde edilebilir.
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I. Tip helis egrisi
I. tip helis egrisinin normal ve binormal vektorleri u = v/ A? — 1 olmak {izere;

n = (0, cosh(t),sinh(t)) , b= —%(1, Asinh(#), A cosh())

dir. n(t) spacelike ve b(t) timelike vektor alanlar oldugundan, V'(¢) birim timelike

vektor alani

V(t) = sinh(¥(t))n + cosh(¥(t))b

seklindedir.

1. Durum : 9(¢) = b € R i¢in birim timelike vektor alam

—l% cosh(b)
V=1 sinh(b) cosh(z) — %sinh(z) cosh(b)
sinh(b) sinh(z) — %cosh(z) cosh(b)
b sinh(b)
V(z) x a'(2) = | —pcosh(z) cosh(b) + Asinh(b) sinh(z)
—usinh(z) cosh(b) + Asinh(b) cosh(z)

dir. Dolayisiyla maksimal yiizeyin parametrik denklemi

Au — v sinh(b)
X(u,v) = | cosh(u)cos(v) + sin(v) (u cosh(b) cosh(u) — Asinh(b) sinh(u))
sinh(u) cos(v) + sin(v) (p cosh(b) sinh(u) — Asinh(b) cosh(u))

olarak elde edilir. (1,0,0) eksenli helikoidal hareket

1 0 0 x AT
D7) (z,y,2) — | 0 cosh(7) sinh(r) y | +1 0
0 sinh(7) cosh(7) z 0

olarak ifade edilir. V7 € R i¢in (1) X (u,v) = X (u+7,v) oldugundan elde edilmis
olan yiizey bir helikoidal yiizeydir.

2. Durum : ¥(t) = at durumunu ele alahm. Birim timelike vekt6r alan

V (t) = sinh(at)n + cosh(at)b
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olup vektorel carpim

sinh(az)
V(z) x &/(2) = | —pcosh(z) cosh(az) + Asinh(az) sinh(z)
—psinh(z) cosh(az) + Asinh(az) cosh(z)

dir. Buradan

—14-cosh(az)
/ _ (aA+p) cosh(az) sinh(z)—(A+ap) cosh(z) sinh(az)
/0 V(w) x o (w)dw = g N
(aA+up)(cosh(az) cosh(z)—1)—(A+au) sinh(z) sinh(az)
a?—1

sinh(z) +1
elde edilir. Dolayisiyla iki durum ortaya cikar. a # 1 iken

Az + Z-flJrcosh(az)

X (Z) = Re COSh(Z) + (aX+p) cosh(az) sinh(:;)2—_(1)\+ap) cosh(z) sinh(az)
r (aA+p)(cosh(az) cosh(z)—1)—(A+ap) sinh(z) sinh(az)
a?—1

sinh(z) +

elde edilir. Béylece yiizeyin parametrik denklemi

A(v) = (ap+ A)cos(v)sin(av) — (pu + aX) sin(v) cos(av)

B(w) = (ap+ M) sin(v) cos(av) — (i + aX) cos(v) sin(av)

olmak iizere;

N — sinh(au) sin(av)
cosh(u) cosh(au)A(Z)z—tslinh(u) sinh(au)B(v) (4 1 1)
sinh(u) cosh(au)A(v);—cosh(u) sinh(au)B(v)

a’—1

X(u,v) = | cosh(u)cos(v) +

sinh(u) cos(v) +
dir. ¢ = 1 durumunda

Az +i(—1 + cosh(z))
X(Z) — Re COSh(Z) + 7;—22(/\-1-“)-4-(2—;1) sinh(2z)
sinh(z) + j A-wsinh’(z) Szi“hz(z)

ve Bjorling yiizeyi

Au — sinh(u) sin(v)
X(u,v) = | 1(u— A)cosh(2u) sin(2v) + cosh(u) cos(v) + W (4.12)

sinh(u) cos(v)((p — A) cosh(u) sin(v) + 1)
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Sekil 4.4 a =1, A =2 ve u = v/3 icin spacelike eksenli I. tip helisi iceren maksimal

yiizey

dir. Holomorf 1-formlar

Yy = (A +isinh(az))dz
o = (sinh(z) + i(Asinh(z)sinh(az) — pcosh(z) cosh(az))) dz
13 = (cosh(z) + i(Acosh(z)sinh(az) — psinh(z) cosh(az))) dz
olur. Burada elde edilen trigonometrik fonksiyonlar iistel doniigiimler cinsinden

yazildiktan sonra e* — z (dz — dz/z) degisken degigtirmesi yapilirsa

122 4 2020 — ¢

ﬂh - 9za+l dz
y PN = p)(22772 + 1) — (X + p) (227 + 22) + 22912 — 220 i
2 =
4 ya+2
_ A= @) (EE D) A p) (2 - 27) 220 4 220
vy = 4, 0+2 o

seklinde ifade edilir ve holomorf formlar C — {0} iizerinde tammhdir. @ = n € N
olmasi ve n # 1 durumunda 1, holomorf formlarinin periyodu yoktur. Yalmzca
n = 1 icin 9, reel periyoda sahiptir. Yiizeyin Weierstrass verisi

A=) (Z*2 4+ 1) — (4 A) (22" + 22) + 2i(2"F — 22 4 20 — 2) + 4\t
z

w =
4Zn+2
B — (4N (22" = 22) + (= A) (222 = 1) + 2i(2"T2 + 2")
T T Tt N) (22 1 22) — i (= \) (22742 4 1) + didentl — (2201 — nd2 4o )
dir.
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II. Tip helis egrisi

IT. tip helis egrisinin normal ve binormal vektorleri, u = v/ A? + 1 olmak ftizere;

n = (0, sinh(t), cosh(t)), b= %(17 —Acosh(t), —Asinh(t))

dir. Birim timelike vektor alan1 V' = cosh(9(¢))n + sinh(49(¢))b dir.
1. Durum : 9(¢t) = b € R i¢in V vektor alam

%L sinh(b)
V(z) = | cosh(b)sinh(z) — ﬁcosh(z) sinh(b)
cosh(b) cosh(z) — ﬁsinh(z) sinh(b)

ve

— cosh(b)
V(z) x &/(2) = | —psinh(z)sinh(b) + A cosh(b) cosh(z)
—psinh(b) cosh(z) 4+ A cosh(b) sinh(z)
olup maksimal yilizeyin parametrik denklemi
Au + v cosh(b)
X(u,v) = | sinh(u) cos(v) + sin(v) (psinh(b) sinh(u) — A cosh(b) cosh(u))
cosh(u) cos(v) + sin(v) (psinh(b) cosh(u) — A cosh(b) sinh(u))
olarak elde edilir. I. tip helis egrisinde oldugu gibi (1,0, 0) eksenli helikoidal hareket
altinda V7 € R igin ®'(7) - X (u,v) = X(u + 7,v) esitligi saglanir. Dolayisiyla elde
edilen ylizey bir helikoidal yiizeydir.

2. Durum : ¥(t) = at,a # 0

— cosh(az)
V xa' =] Xcosh(az)cosh(z) — pusinh(az) sinh(z)
A cosh(az) sinh(z) — psinh(az) cosh(z)
olup integralin alinmasi ile iki durum ortaya ¢ikar. a # 1 durumunda Bjorling yiizeyi

.sinh(az)
Az —i— =

X(Z) — Re smh(z) 44 (aX+p) cosh(z) sinh(az)2—_(1)\+au) cosh(az) sinh(z)
al+p) sinh(z) sinh(az)—g)\—:au)(cosh(z) cosh(az)—1)

cosh(z) + it
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elde edilir. Boylece maksimal yilizeyin parametrik denklemi

A(w) = (ap+ A)cos(v)sin(av) — (u + aX) sin(v) cos(av)
B(v) = (ap+ A\)sin(v) cos(av) — (u + aX) cos(v) sin(av)
olmak iizere;
i+ cosh(au) sin(av)
X(U, U) — smh(u) COS(U) + sinh(u) sinh(au)A(va);_c;)sh(u) cosh(au)B(v) (413)
COSh(U) COS(U) + cosh(u) sinh(au)A(i;);isinh(u) cosh(au)B(v)
olarak bulunur. Eger a = 1 ise
Az — isinh(z)
X(Z) = Re sinh(z) + Z»z(A+/L)+(>\7,u)2cosh(z) sinh(z)
cosh(z) + j Azp)sinh™(z) S;nh2(z)

olup yiizeyin parametrik denklemi

Au + cosh(u) sin(v)
X(u,v) = [ l=Xeoh@usn@) 4 ginh(y) cos(v) — LA (4.14)
cosh(u) cos(v)((pu — A) sinh(u) sin(v) + 1)

seklindedir. Holomorf 1-formlar

\\:‘%@«;0'

Sekil 4.5 a =1, A =1 ve u = v/2 icin spacelike eksenli II. tip helisi iceren maksimal

yiizey
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Yy = (A —icosh(az))dz
1y = (cosh(z) 4 i(Acosh(z) cosh(az) — psinh(z)sinh(az))) dz
Y3 = (sinh(z) + i(Asinh(z) cosh(az) — pcosh(z) sinh(az))) dz

olarak hesaplanir. Holomorf formlar iistel déniisiimler cinsinden

1 1
Y = (—iie_‘” — 52’6“2 + /\) dz
Z(/\ _ ,u)(e2(a+2)z 4 1) + Z(/\ + M)(e2az + €2z) 4 26(a+2)z 1 2e%
Yo = dz
elat+l)z
Z()\ . /J,)(GQ(G+2)Z _ 1) o ’L()\ + ,U,)(GQGZ . €2z) + 26(a+2)z — 902
Yy = dz
Qelatl)z

seklinde bulunur ve e* — 2z (dz — dz/z) degisken degigtirmesi yapilirsa

—32%% 4+ 2)02% — ¢

wl - 9za+l dz
by = A= 24 D) HiA+ (2 4 2) #2277 227
y =
4 p0+2
A= ) (22— 1) — (A p) (2% — 22) 4 22012 — ZZ“d
Y = 4 pa+2 &

bulunur. a = n € N, n # 1 i¢in ¥, holomorfik formlar:1 reel periyoda sahip degildir.

n = 1 durumunda ise yalmzca 1), reel periyoda sahiptir ve Weierstrass verisi

()\—M) (Z2n+2+1)+(u+)\) (22n+22)+4)\zn+1_QZ(Z’H,+2+Z2H+1+ZTL+Z)

dz

W= Jon+2

_ e N) (2 = ) (= ) (792 1) = 222 = 27)
9= (L—=A) (2272 4+ 1) — (n+ ) (227 4 22) — 4Dzt 4 24 (2n 42 22041 4 20 4 2)
dir.
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5. TARTISMA VE SONU(C

Kompleks degigkenler yardimiyla ¢6ziimii verilen Bjorling problemi minimal ve mak-
simal yiizey iiretmek icin yeni bir yontem olmustur. Oklid uzayinda bu yontemle elde
edilmis minimal yiizey Ornekleri literatiirde mevcuttur ancak ayni durum Lorentz
uzay1 icin gecerli degildir. R? uzayinda minimal yiizeyler ile IL? uzaymda maksimal
yiizeyler benzer 6zelliklere sahip olmasina ragmen L? uzayinda vektorler iic farkh
causal karaktere sahip olduklarmdan bu uzayda calismak R3 uzayinda ¢alismaktan
biraz daha zor olabilir.

Bu tez cahgmasinda L? uzayinda maksimal yiizeylere yeni érnekler verilmistir (Lopez
ve Kaya 2017). Caligma boyunca Bjorling probleminden yararlanilmig ve yiizeyler
parametrik denklemleri ile acik bir sekilde elde edilmistir. Ayrica daha 6nce Kobayashi
tarafindan verilen maksimal donel yiizeyler, dérdiincii béliimde elde edilen yiizey-
lerin 6zel hali olarak bulunmustur. Bjorling formiiliinde yer alan integrali hesapla-
mak ve bunun sonucunda elde edilen kompleks fonksiyonun reel kismini bulmak icin
Mathematica programindan yararlanilmistir. Yine bu program yardimiyla iiretilen
yiizeylerin ortalama egriliklerinin sifira egit olduklar:1 kontrol edilmis, yiizeyler ve
yiizeylerin elde edilmesi i¢in kullanilan egriler ¢izilmigtir.

L? uzayinda maksimal yiizey elde etmek icin Bjorling probleminin ¢oziimiinde kom-
pleks sayilar kullanilmig, timelike minimal yiizey elde etmek icin ise split kompleks
sayilar kullanmigtir. Dolayisiyla timelike yiizeylerde var olan metrik de g6z Oniine
alinarak timelike minimal yiizey 6rnekleri de elde edilebilir. Ancak timelike yiizey
iizerinde hem spacelike hem de timelike egriler olabilecegi icin timelike minimal
yiizeyler caligilirken daha fazla durumla karsilasilmaktadir. Eger ylizey iiretmek
icin aliman baglangic egrisi spacelike (ya da timelike) ise spacelike (ya da timelike)
Bjorling problemi olarak adlandirilir ve bu problemin ¢6ziimii tektir. Eger baglangic
egrisi null bir egri ise Bjorling probleminin bir tek ¢oziimii yoktur (Chaves vd. 2011).
icerisinde 6zel durumlarda timelike eliptik, hiperbolik ve parabolik katenoid yiizey-
leri de elde edilir. Ayrica egrinin bir helis egrisi olarak alinip iiretilen yiizeylerden

bazilarinin timelike minimal helikoidal yiizey olmasi1 beklenir.
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