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ÖZET

Doktora Tezi

MİNİMAL YÜZEYLERİN WEİERSTRASS GÖSTERİMLERİ

VE BJÖRLING PROBLEMİ

Seher KAYA

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danı̧sman: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

Eş Danı̧sman: Prof. Dr. Rafael LOPEZ CAMINO

Öklid uzayında her noktasında sıfır ortalama eğriliğe sahip bir yüzey minimal yüzey

olarak adlandırılır. Lorentz-Minkowski uzayında aynıözelliğe sahip spacelike yüzeyler

ise maksimal yüzeyler olarak bilinir. Bu tez çalı̧smasının temel amacıÖklid uzayında

minimal yüzey üretmek için kullanılan yöntemlerden bazılarınıele almak ve Lorentz-

Minkowski uzayında kullanarak maksimal yüzey üretmektir.

Tez şu şekilde düzenlenmi̧stir. Birinci bölüm, minimal ve maksimal yüzey teorisinin

tarihçesine ayrılmı̧stır. İkinci bölümde, tezin diğer bölümlerinde kullanılacak olan

bazıtemel tanım ve teoremler verilmi̧stir. Üçüncü bölümde, minimal ve maksimal

yüzeylerin Weierstrass-Enneper gösterimlerinden bahsedilmi̧stir. Ayrıca 3-boyutlu

Öklid ve Lorentz-Minkowski uzaylarında Björling formülü verilmi̧stir. Tezin orijinal

kısmınıdördüncü bölüm oluşturmaktadır. Bu bölümde Björling formülü kullanılarak

yeni maksimal yüzey örnekleri elde edilmi̧stir. Son bölümde ise yapılan çalı̧smaların

genel bir değerlendirilmesi verilmi̧s ve tez çalı̧smasıtamamlanmı̧stır.

Mart 2021, 72 sayfa

Anahtar Kelimeler: minimal yüzeyler, maksimal yüzeyler, Lorentz-Minkowski

uzayı, Björling problemi, çember, helis.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

WEIERSTRASS REPRESENTATION OF MINIMAL SURFACES

AND BJÖRLING PROBLEM

Seher KAYA

Ankara University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

Co-supervisor: Prof. Dr. Rafael LOPEZ CAMINO

A surface is called a minimal surface if it has vanishing mean curvature at every

point. In Lorentz-Minkowski space, spacelike surfaces having the same properties

are known as maximal surfaces. The main goal of this thesis is to consider some of

the methods used to construct minimal surfaces in Euclidean space and to construct

maximal surfaces using them in Lorentz-Minkowski space.

The thesis has been organized as follows. The first chapter is devoted to the history

of minimal and maximal surface theory. In the second chapter, some of the basic

definitions and theorems that will be needed for other sections of the thesis are

given. In the third chapter, Weierstrass-Enneper representations of minimal and

maximal surfaces are mentioned. Also, the Björling formula is given in 3-dimensional

Euclidean and Lorentz-Minkowski spaces. The original part of the thesis is the fourth

chapter. In this chapter, new examples of maximal surfaces are obtained by using

the Björling formula. In the last section, the studies in the previous sections are

evaluated and the thesis is completed.

March 2021, 72 pages

Key Words: minimal surfaces, maximal surfaces, Lorentz-Minkowski space, Björ-

ling problem, circle, helix.
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ve BJÖRLING PROBLEMİ........................................................ 13

3.1 Minimal Yüzeylerin Weierstrass-Enneper Gösterimleri.............. 13

3.2 Maksimal Yüzeylerin Weierstrass-Enneper Gösterimleri............ 30

3.3 3-Boyutlu Öklid Uzayında Björling Problemi.............................. 35

3.4 3-Boyutlu Lorentz-Minkowski Uzayında Björling Problemi........ 40
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1. G�R��

Öklid uzay�nda düzgün bir parametrik yüzeyin her noktas�nda ortalama e§rili§i s�f�r

ise yüzey, minimal olarak adland�r�l�r. Minimal yüzeyler, diferensiyel geometride

yüzeyler teorisinin önemli bir s�n�f�d�r. Bu yüzeyler mimarl�kta, sanat ve do§a bil-

imlerinde yayg�n olarak kullan�l�rlar. Öklid uzay�nda minimal yüzey çal�³malar� 1762

y�l�nda Lagrange taraf�ndan ortaya konulan �3-boyutlu uzayda verilen bir e§riyi s�n�r

kabul eden yüzeyler içerisinde minimum alana sahip olan yüzey bulunabilir mi?�

problemi ile ba³lam�³t�r.

Her M ⊂ R3 yüzeyi dönme hareketi alt�nda lokal olarak diferensiyellenebilir bir

fonksiyonun gra�§i olarak

M = {(x, y, z) ∈ R3|z = u(x, y)}

³eklinde yaz�labilir. Lagrange yapt�§� hesaplamalarla ³u sonucu elde etmi³tir: E§er

(1 + u2x)uyy − 2uxuyuxy + (1 + u2y)uxx = 0

ikinci dereceden quasi-lineer eliptik k�smi diferensiyel denklemi sa§lan�yor ise M ,

minimal bir yüzeydir. Bu k�smi diferensiyel denklem divergens formunda

div

(
∇u√

1 + |∇u|2

)
= 0

³eklinde ifade edilebilir. Bilinen ilk minimal yüzey örnekleri 1741 y�l�nda Euler

taraf�ndan bulunan düzlem ile katenoid yüzeyi ve 1776 y�l�nda Meusnier taraf�n-

dan bulunan helikoid yüzeyidir. Ayr�ca Meusnier, Lagrange'�n varyasyon prob-

leminin kritik noktas� olarak verdi§i minimal yüzey tan�m�n�n yüzeyin ortalama

e§rili§inin s�f�r olmas�na denk oldu§unu göstererek geometrik bir yorum vermi³tir.

1830-1890 y�llar� aras�nda Enneper, Scherk, Schwarz, Riemann ve Weierstrass gibi

ünlü matematikçiler taraf�ndan minimal yüzey teorisinin kompleks analiz alan�na

uygulanmas� ile önemli geli³meler ya³anm�³t�r. Ayr�ca bu y�llarda Plateau, mini-

mal yüzeylerin �ziksel olarak sabun köpükleriyle elde edilebilece§ini gözlemlemi³tir.

Telden yap�lm�³ bir çerçevenin sabunlu suya bat�r�l�p ç�kar�lmas�yla ince bir �lm
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halinde bir sabun zar� elde edilir. Bu zar, s�n�r� bahsedilen çerçeve olan bir minimal

yüzey örne§idir. Bundan dolay�, bir e§ri ile s�n�rland�r�lm�³ minimal yüzey elde etme

problemi �Plateau problemi� olarak bilinmektedir.

�ekil 1.1 S�n�rlar� tel çerçeve olan sabun köpü§ü ile elde edilmi³ iki minimal yüzey

örne§i

Minimal yüzeyler, Alman mimar Frei Otto'nun ilgisini çekmi³ ve ünlü mimar�n yap-

t�§� çal�³malarla uygulama alan� bulmu³tur. Frei Otto, telden yap�lm�³ çerçeveleri

kullanarak sabun köpükleri yard�m�yla minimal yüzeyler elde etmi³ ve bunlar ünlü

mimar�n birçok tasar�m�na ilham kayna§� olmu³tur (Güner 2016).

�ekil 1.2 Frei Otto'nun sabun köpükleri ile elde etti§i formlar

1835 y�l�nda Scherk kendi ismi ile an�lan yeni bir minimal yüzey örne§i elde etmi³tir.

Bu yüzey, bir öteleme yüzeyidir ve bu tip yüzeyler içerindeki tek minimal yüzey
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�ekil 1.3 Frei Otto taraf�ndan tasarlanan Münih Olimpik Park�ndaki spor tesis-

lerinin çat�s�

örne§idir. Scherk, daha sonra tüm minimal regle yüzeyleri elde etmeye çal�³m�³

ancak bu problem Catalan taraf�ndan 1842 y�l�nda çözülmü³tür. Catalan, helikoid

yüzeyinin R3 uzay�nda tek minimal regle yüzey oldu§unu ispatlam�³t�r. 1914-1950

y�llar� aras�nda minimal yüzeyler, k�smi diferensiyel denklemler teorisinde ele al�nm�³

ve Bernstein, Courant, Douglas, Morrey, Mors, Rado, Shi�man gibi matematikçi-

lerin bu teoriye önemli katk�lar� olmu³tur. Douglas, Plateau problemini çözerek 1936

y�l�nda matemati§in nobeli olarak bilinen Fields madalyas�n� kazanm�³t�r. 1960 l� y�l-

lardan itibaren Calabi, do Carmo, Chern, Gulliver, Finn, Nitsche, Osserman ve baz�

di§er matematikçilerin ölçüm teori, integrallenebilir sistemler, konformal geometri,

fonksiyonel analiz gibi birkaç disiplini birlikte kullanmas�, minimal yüzey teorisine

yeni bir bak�³ aç�s� kazand�rm�³t�r (Perez 2017). Daha sonra bilgisayarlar�n da kul-

lan�m� ile kendi kendini kesmeyen birçok yeni minimal yüzey örne§i elde edilmi³tir.

Bununla birlikte bu yüzeylerin s�n��and�r�lmas� gibi yeni problemler ortaya ç�km�³t�r.

3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzay�nda ortalama e§rili§i her noktas�nda s�f�r olan

spacelike yüzeyler, lokal olarak alan integralinde maksimum olma durumunu ifade

ederler. Bu nedenle bu tip yüzeyler maksimal yüzey olarak adland�r�l�r. Ortalama

e§rili§i her noktas�nda s�f�r olan timelike yüzeyler ise minimal yüzey olarak bilinir;

ancak bu tip yüzeylerin alan cinsinden bir geometrik yorumu verilmemi³tir. Dört

boyutlu uzayda yap�lan çal�³malarda maksimal ya da minimal yüzey yerine s�f�r or-
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talama e§rilikli yüzey isimlendirmesi daha yayg�nd�r.

Literatürde minimal ve maksimal yüzey elde etmek için yap�lm�³ çe³itli çal�³malar

mevcuttur. Bunlardan bir tanesi Weierstrass-Enneper gösterimleri, bir di§eri ise

Björling problemidir. Modern teori aç�s�ndan Karl Weierstrass ve Alfred Enneper'in

yapt�klar� çal�³malar oldukça önemlidir. Bu çal�³malarla Öklid uzay�nda minimal

yüzeyler ile kompleks analiz aras�ndaki yak�n ili³ki ortaya konmu³, minimal yüzey-

lerin analitik (holomorf) fonksiyonlar yard�m�yla ifade edilebilece§i gösterilmi³tir

(Barbosa ve Colares 1986, Osserman 1989, Dierkes vd. 1992). Daha sonra maksi-

mal yüzeyler için de benzer çal�³malar yap�lm�³t�r (Kobayashi 1983, López vd. 2000).

Björling problemi ise verilen bir e§riyi üzerinde parametre e§risi olarak bar�nd�ran

minimal yüzey elde etme problemidir ve Björling taraf�ndan ortaya konulmu³ (Björ-

ling 1844), Schwarz taraf�ndan kompleks de§i³kenler yard�m�yla çözülmü³tür (Schwarz

1890). Daha sonra bu problem çe³itli uzaylarda ele al�nm�³, çözümü elde edilmi³tir.

Örne§in; L3 uzay�nda maksimal yüzeyler için (Alias vd. 2003), minimal yüzeyler

için (Chaves vd. 2011, Kim vd. 2011), Lie gruplar�nda ise (Cintra vd. 2016). Son

zamanlarda yap�lan bir çal�³mada ise Björling problemi kullan�larak yeni minimal

yüzey örnekleri elde etmek için bir yöntem geli³tirilmi³tir (López ve Weber 2018).

Ayr�ca bu problem s�f�rdan farkl� sabit ortalama e§rilikli yüzeylere de geni³letilmi³tir

(Brander ve Dorfmeister 2010).

Bu tez çal�³mas�n�n temel amac�, L3 uzay�nda yeni maksimal yüzey örnekleri elde

etmektir. Burada maksimal yüzeyler için verilen Björling formülü kullan�larak çem-

ber ya da helis e§risini içeren maksimal yüzeyler ara³t�r�lm�³t�r. Bu yüzeylerin

parametrik denklemleri aç�k bir ³ekilde elde edilmi³, ayr�ca Weierstrass-Enneper gös-

terimleri de verilmi³tir. Ayr�ca daha önce Kobayashi taraf�ndan verilen maksimal

dönel yüzeyler, dördüncü bölümde elde edilen yüzeylerin özel hali olarak kar³�m�za

ç�kar. Yap�lan hesaplamalar ve çizimler için Mathematica program� kullan�lm�³t�r.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde Öklid uzay�nda, Lorentz-Minkowski uzay�nda ve kompleks fonksiyonlar

teorisinde yer alan baz� temel tan�m, kavram ve teoremlere yer verilecektir.

Tan�m 2.1. M,N diferensiyellenebilir manifoldlar ve ψ : M → N diferensiyel-

lenebilir bir dönü³üm olmak üzere; p ∈ M için dψp : Tp(M) → Tψ(p)(N) türev

dönü³ümü bire-bir ise ψ, bir immersiyon (dald�rma) olarak adland�r�l�r (Do Carmo

1976).

Tan�m 2.2. U ⊂ R2 basit ba§lant�l� aç�k bir küme ve ψ : U → R3, ψ = ψ(u, v),

Ck (k ≥ 2) s�n�f�ndan bir immersiyon olsun. ψ dönü³ümü, R3 uzay�nda parametrik

bir yüzey tan�mlar. ψu ve ψv, s�ras�yla u ve v de§i³kenlerine göre k�smi türev olmak

üzere; e§er

|ψu| = |ψv| ve 〈ψu, ψv〉 = 0 (2.1)

e³itlikleri sa§lan�yor ise ψ bir konformal dönü³ümdür.

λ = |ψu| = |ψv|

olmak üzere; U cümlesi üzerine indirgenen metrik

ds2 = λ2(du2 + dv2) (2.2)

³eklindedir ve (u, v), ψ dönü³ümü ile elde edilen yüzeyin izotermal parametresidir

(Barbosa ve Colares 1986).

Teorem 2.1. U basit ba§lant�l� aç�k bir cümle ve ψ : U → R3, Ck (k ≥ 2) s�n�f�ndan

bir immersiyon olsun. ψ̃ = ψ ◦ ϕ konformal dönü³üm olacak ³ekilde Ck s�n�f�ndan

bir di�eomor�zm ϕ : U → U vard�r (Spivak 1979).

M ba§lant�l� yönlendirilebilir bir yüzey ve X : M → R3, Ck s�n�f�ndan bir immer-

siyon olsun. Teorem 2.1 den yüzeyin her noktas�n�n, (u, v) izotermal parametrenin

tan�ml� oldu§u bir kom³ulu§a sahip oldu§u söylenebilir. Bu durumda M üzerine

indirgenmi³ metrik lokal olarak

ds2 = λ2|dz|2, z = u+ iv (2.3)
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dir. Bu ³ekilde bir koordinat de§i³imi konformal dönü³ümdür.

M bir yüzey ve p ∈ M noktas�n�n iki kom³ulu§u U ve U ′ olsun. ϕu : U → R2,

ϕ′u : U ′ → R2 olmak üzere;

ϕ′uϕ
−1
u : ϕu(U ∩ U ′)→ ϕ′u(U ∩ U ′)

holomorf (analitik) ise M yüzeyi bir Riemann yüzeyidir. Bir Riemann yüzeyi üz-

erinde kompleks (konformal) yap� vard�r. Riemann yüzeyinin en basit örnekleri C

kompleks düzlemin kendisi, her U ⊂ C bölgesi (kompleks düzlemin her ba§lant�l�

aç�k altkümesi), geni³letilmi³ kompleks düzlem C = C∪ {∞} (Riemann küresi) dir.

Tan�m 2.3. (Riemann yüzeyi) Bir Riemann yüzeyi lokal homeomor�zm ailesi taraf�n-

dan tan�mlanan konformal yap� ile birlikte ba§lant�l� bir Hausdor� uzayd�r (Ahlfors

ve Sario 1960).

M yüzeyi izotermal parametrelemelerin bir ailesi ile birlikte bir Riemann yüzeyi

olarak adland�rl�r ve z = u+ iv cinsinden koordinat de§i³imi holomorftur (Barbosa

ve Colares 1986). Bir Riemann yüzeyi üzerinde, lokal olarak

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂u
− i ∂

∂v

)
ve

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂u
+ i

∂

∂v

)
(2.4)

Wirtinger operatörlerini göz önüne alal�m. f : M → C kompleks de§erli diferensiyel-

lenebilir bir fonksiyon olsun. Cauchy-Riemann denklemleri kullan�larak ³u sonuçlar

elde edilir:

1. f fonksiyonu holomorftur gerek ve yeter ko³ul
∂f

∂z
= 0 d�r.

2. f fonksiyonu anti-holomorftur gerek ve yeter ko³ul
∂f

∂z
= 0 d�r.

Tan�m 2.4. M ⊂ R3 regüler bir yüzey ve yüzeyin birim normal vektör alan� N

olsun. p ∈ M , vp ∈ TpM için yüzeyin ³ekil operatörü S(vp) = −DvN dir (Gray vd.

1998).

Tan�m 2.5. M ⊂ R3 regüler bir yüzey ve S yüzeyin ³ekil operatörü olsun. p ∈ M

noktas�nda yüzeyinin Gauss ve ortalama e§rili§i K,H : M → R s�ras�yla

K(p) = det(S(p)) ve H =
1

2
iz(S(p))

³eklinde tan�mlan�r (Gray vd. 1998).
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Tan�m 2.6. M = ψ(u, v) ⊂ R3 regüler parametrik bir yüzey ve yüzeyin birim

normal vektör alan� N = ψu×ψv

|ψu×ψv | olsun.

E = 〈ψu, ψu〉 , F = 〈ψu, ψv〉 , G = 〈ψv, ψv〉

katsay�lar� yüzeyin

ds2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

birinci temel formunun katsay�lar�d�r.

e = −〈ψu, Nu〉 = 〈ψuu, N〉

f = −〈ψu, Nv〉 = 〈ψuv, N〉 = 〈ψvu, N〉 = −〈ψv, Nu〉

g = −〈ψv, Nv〉 = 〈ψvv, N〉

katsay�lar� yüzeyin

edu2 + 2fdudv + gdv2

ikinci temel formunun katsay�lar�d�r (Gray vd. 1998).

Teorem 2.2. ψ : U ⊂ R2 → R3, M = ψ(u, v), parametrik yüzeyinin Gauss ve

ortalama e§rilikleri s�ras�yla

K =
eg − f 2

EG− F 2
ve H =

eG− 2Ff + Eg

2(EG− F 2)

dir (Gray vd. 1998).

Tan�m 2.7. Düzgün bir yüzeyin her noktas�nda ortalama e§rili§i s�f�r ise yüzeye

minimal yüzey denir (Gray vd. 1998).

Önerme 2.1. Düzgün parametrik bir ψ : U → R3 yüzeyi ve U içinde s�n�rl� bir

D ⊂ U bölgesi alal�m. D kümesi, D bölgesi ile ∂D s�n�r�n�n birle³imi olmak üzere;

ψ yüzeyi minimaldir gerek ve yeter ³art tüm D bölgeleri ve ψ(D) görüntüsünün tüm

normal varyasyonlar� için A′(0) = 0 d�r. (Do Carmo 1976).

Yani bir ψ minimal yüzeyindeki her s�n�rl� ψ(D) bölgesi, bu bölgenin her normal

varyasyonunun alan fonksiyonunun kritik noktas�d�r.
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Tan�m 2.8. R3 reel vektör uzay� ve m = (m1,m2,m3), n = (n1, n2, n3) ∈ R3 olmak

üzere; Lorentz-Minkowski uzay� L3 = (R3, 〈, 〉), üzerinde

〈m,n〉 = m1n1 +m2n2 −m3n3

metri§i tan�ml� bir metrik uzayd�r ve bu metri§e de Lorentz metri§i denir (López

2014).

Tan�m 2.9. Herhangi bir m ∈ L3 vektörü

〈m,m〉 > 0 veya m = 0 ise spacelike vektör

〈m,m〉 < 0 ise timelike vektör

〈m,m〉 = 0 ise lightlike (null) vektör

olarak adland�r�l�r (López 2014).

Tan�m 2.10. m,n ∈ L3 olsun. m × n Lorentz vektörel çarp�m�, ∀l ∈ L3 için

〈m× n, l〉 = det(m,n, l) ³eklinde tan�ml�d�r (López 2014).

L3 uzay�nda metrik göz önüne al�n�rsa m,n ∈ L3 için Lorentz vektörel çarp�m

m× n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j −k

m1 m2 m3

n1 n2 n3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
olup m× n = (m2n3 −m3n2,m3n1 −m1n3,m2n1 −m1n2) ³eklinde verilir.

Tan�m 2.11. L3 uzay�nda, α : I ⊂ R→ L3 bir e§ri olsun. t ∈ I için α′(t) spacelike,

timelike ya da lightlike bir vektör ise α e§risi t noktas�nda s�ras�yla spacelike, timelike

ya da lightlike e§ridir denir. ∀t ∈ I için bu durum geçerli ise α e§risi s�ras�yla

spacelike, timelike ya da lightlike bir e§ridir (López 2014).

M , basit ba§lant�l� bir yüzey ve X : M → L3 bir immersiyon olsun. Yani dXp :

TpM → R3 dönü³ümü bire-birdir. Pullback metri§i göz önüne al�ns�n.

Tan�m 2.12. M bir yüzey olsun. X : M → L3 immersiyonu, ∀P ∈ M için

(TpM,X∗(〈, 〉p)) tüm tanjant düzlemlerinin spacelike, timelike ya da lightlike ol-

mas�na ba§l� olarak s�ras�yla spacelike, timelike ya da lightlike immersiyondur (López
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2014).

Spacelike ve timelike immersiyonlar dejenere olmayan immersiyonlard�r.

Tan�m 2.13. U ⊂ L2 basit ba§lant�l� aç�k bir küme ve ψ : U → L3, Ck (k ≥ 2)

s�n�f�ndan spacelike bir immersiyon olsun. ψ dönü³ümü L3 uzay�nda parametrik bir

yüzey tan�mlar. E§er

|ψu| = |ψv| ve 〈ψu, ψv〉 = 0 (2.5)

e³itlikleri sa§lan�yor ise ψ bir konformal dönü³üm olarak adland�r�l�r.

λ = |ψu| = |ψv|

olmak üzere; U cümlesi üzerine indirgenen metrik

ds2 = λ2(du2 + dv2) (2.6)

³eklindedir ve (u, v), ψ dönü³ümü ile elde edilen yüzeyin izotermal parametresidir.

L3 uzay�nda,M yüzeyi üzerine indirgenen metrik pozitif tan�ml� Riemann metri§i ise

X : M → L3 immersiyonu bir spacelike yüzeydir. Yani her maksimal immersiyon,

lokal olarak bir maksimal yüzey belirtir. Spacelike ya da timelike yüzeyler dejenere

olmayan yüzeylerdir. Lorentz-Minkowski uzay�nda bir yüzey, sahip oldu§u birim

normal vektör alan� kullan�larak ³u ³ekilde karakterize edilebilir: M bir yüzey ve

yüzeyin birim normal vektör alan� N olmak üzere;

〈N,N〉 = ε =

−1, M spacelike yüzey

1, M timelike yüzey

dir.

Tan�m 2.14. M bir yüzey ve X : M → L3 dejenere olmayan bir immersiyon olsun.

Ortalama e§rilik vektörü
−→
H =

1

2
iz(σ)

d�r. Yüzeyin ortalama e§rili§i ise
−→
H = HN oldu§undan

H = ε〈
−→
H,N〉

dir (López 2014). Burada σ : χ(M) × χ(M) → (χ(M))⊥ ve χ(M) tanjant vektör

alanlar�n�n uzay�n� ifade eder
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Sonuç 2.1. Dejenere olmayan bir yüzeyin Weingarten dönü³ümü A olmak üzere;

yüzeyin Gauss ve ortalama e§rilikleri s�ras�yla

K = ε det(A) ve H =
ε

2
iz(A)

d�r (López 2014).

Parametrik bir yüzeyin Gauss ve ortalama e§rilikleri, yüzeyin birinci ve ikinci temel

formlar�n�n katsay�lar�na ba§l� olarak elde edilebilirler. ψ : U ⊂ R2 → L3, ψ =

ψ(u, v), dejenere olmayan X immersiyonunun lokal bir parametrizasyonu olmak

üzere; yüzeyin birinci temel formunun katsay�lar� Öklid uzay�nda Tan�m 2.6 da ver-

ildi§i gibidir. N = ψu×ψv

|ψu×ψv | için ikinci temel formun katsay�lar� yine Öklid uzay�na

benzer ³ekilde verilir:

e = −〈ψu, Nu〉 = 〈ψuu, N〉

f = −〈ψu, Nv〉 = −〈ψv, Nu〉 = 〈ψuv, N〉

g = −〈ψv, Nv〉 = 〈ψvv, N〉

dir ve hesaplamalar yap�l�rken metrik göz önüne al�nmal�d�r. Yüzeyin Gauss ve

ortalama e§rilikleri yüzeyin karakterizasyonuna ba§l� olarak s�ras�yla

K = ε
eg − f 2

EG− F 2
ve H = ε

eG− 2Ff + Eg

2(EG− F 2)

³eklindedir (López 2014). Ortalama e§rili§i her noktas�nda s�f�r olan spacelike

yüzeyler, maksimal yüzey olarak adland�r�l�rken timelike yüzeyler ise minimal yüzey

olarak adland�r�l�r.

Tan�m 2.15. E§er bir D bölgesinin içinde bulunan her basit kapal� çevre, yaln�z

D nin noktalar�n� içeriyorsa bu durumda D bölgesine basit ba§lant�l� bölge denir

(Brown ve Churchill 1984). Örne§in; D = {z : |z| = 1} birim diski basit ba§lant�l�

bir bölge iken D = {z : 1 < |z| < 2} çok ba§lant�l� bir bölgedir.

Bir ba³ka ifadeyle, içindeki her kapal� e§ri söz konusu kümeden ayr�lmadan içinde

bulunan bir noktaya sürekli olarak büzülebilen bölgeye basit ba§lant�l� bölge denir.

Örne§in; küre yüzeyi basit ba§lant�l� bir bölge iken tor yüzeyi de§ildir.

10



Tan�m 2.16. Kompleks de§erli bir f fonksiyonunun bir z0 noktas�nda ve bu nok-

tan�n bir kom³ulu§unda bulunan her noktas�nda türevi mevcut ise f fonksiyonu z0

noktas�nda holomorftur ya da analitiktir denir. Aç�k birD kümesinin her noktas�nda

türevi mevcut ise f , D de holomorftur (analitiktir) denir (Brown ve Churchill 1984).

Örne§in; f(z) = z2 fonksiyonu tüm kompleks düzlemde holomorf bir fonksiyondur.

Bir f fonksiyonu |z − z0| < R aç�k dairesinde holomorf olsun. Bu durumda f (n)(z0)

(n = 1, 2, ...) türevleri mevcuttur. E§er

f(z0) = f
′
(z0) = ... = f (m−1)(z0) = 0 ve f (m)(z0) 6= 0

ise f fonksiyonu z0 noktas�nda m. dereceden s�f�ra sahiptir denir. E§er m = 1 ise z0

noktas�na basit s�f�r denir (Brown ve Churchill 1984).

Teorem 2.3. Bir f fonksiyonu z0 noktas�nda holomorf olsun. f fonksiyonu z0

noktas�nda m. dereceden s�f�ra sahiptir gerek ve yeter ³art f(z0) = (z − z0)
mg(z)

olacak biçimde z0 noktas�nda holomorf bir g fonksiyonu vard�r (Brown ve Churchill

1984).

Tan�m 2.17. Bir f fonksiyonu z = z0 noktas�nda holomorf de§il ancak z0 �n her

kom³ulu§unda en az bir noktada holomorf ise z0, f fonksiyonunun singüler nok-

tas�d�r. E§er f fonksiyonu, |z − z0| < ε delinmi³ kom³ulu§u boyunca holomorf ise

z0 noktas�na ayr�k singüler nokta denir (Brown ve Churchill 1984).

Örne§in; f(z) = 1
z
fonksiyonu z = 0 d�³�nda holomorf oldu§undan f fonksiyonu

z = 0 noktas�nda ayr�k singülerli§e sahiptir.

Teorem 2.4. z0 noktas�, g fonksiyonunun ayr�k singüler noktas� olsun. g fonksiyonu

m. dereceden kutup noktas�na sahiptir gerek ve yeter ³art g(z) = h(z)
(z−z0)m olacak

biçimde z0 noktas�nda holomorf olan bir h(z) fonksiyonu vard�r (Brown ve Churchill

1984).

g(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n + b1
z−z0 + b2

(z−z0)2 + ...+ bm
(z−z0)m , bm 6= 0

fonksiyonu için z0, m. dereceden bir kutup noktas�d�r. Örne§in;

z2 − 2z + 3

z − 2
= 2 + (z − 2) +

3

z − 2
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olup z0 = 2 noktas� basit kutup noktas�d�r.

Tan�m 2.18. Kompleks de§erli bir g fonksiyonu, kutup noktalar� hariç bir D böl-

gesinde holomorf ise meromorf fonksiyon olarak adland�r�l�r (Brown ve Churchill

1984).

Örne§in; f(z) = 1
z
fonksiyonu C \ {0} bölgesinde holomorf bir fonksiyon iken C

bölgesinde meromorf bir fonksiyondur.

Tan�m 2.19. t = t(u, v) bir Ω ⊂ R2 bölgesinde iki de§i³kenli reel de§erli bir

fonksiyon ve bu fonksiyonun birinci ve ikinci mertebeden tüm k�smi türevleri mevcut

ve sürekli olsun. E§er Ω bölgesinde

tuu(u, v) + tvv(u, v) = 0

Laplace denklemi sa§lan�yorsa t fonksiyonu harmoniktir (Brown ve Churchill 1984).
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3. WEIERSTRASS-ENNEPER GÖSTER�MLER� VE BJÖRLING

PROBLEM�

Karl Weierstrass ve Alfred Enneper, yapt�klar� çal�³malarla 3-boyutlu Öklid uza-

y�nda minimal yüzeylerin holomorf ve meromorf fonksiyonlar ile ifade edilebilece§ini

göstermi³lerdir ve bu gösterim, minimal yüzeyler için Weierstrass-Enneper göster-

imi olarak bilinir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta f holomorf ve g mero-

morf fonksiyonlar�n�n, fg2 fonksiyonunun holomorf olmas� durumunda bir mini-

mal yüzey elde edilmesine olanak sa§lamas�d�r. Bu bölümde öncelikle 3-boyutlu

Öklid ve Lorentz-Minkowski uzaylar�nda s�ras�yla minimal ve maksimal yüzeylerin

Weierstrass-Enneper gösterimlerinden bahsedilecektir. Daha sonra Björling prob-

lemi hem Öklid uzay�nda hem de Lorentz-Minkowski uzay�nda minimal ve maksimal

yüzeyler için ifade edilecek ve çözümü verilecektir.

Bundan sonraki k�s�mlarda M , bir Riemann yüzeyi ve (u, v) yüzeyin izotermal

parametrelemesi olarak al�nacakt�r. Bir Riemann yüzeyi üzerinde konformal yap�

oldu§undan X : M → R3 dönü³ümü bir konformal immersiyon olarak adland�r�l�r.

3.1 Minimal Yüzeylerin Weierstrass-Enneper Gösterimleri

Bu bölümde öncelikle R3 uzay�nda minimal yüzeylerin Weierstrass-Enneper göster-

imleri verilecek, daha sonra bilinen baz� klasik minimal yüzey örneklerininWeierstrass-

Enneper gösterimleri elde edilecektir.

Riemann yüzeylerinde diferensiyel geometrinin birçok e³itli§ini elde etmek daha

kolayd�r. Örne§in; S = ψ(u, v) parametrik denkleme sahip bir yüzeyin Laplace-

Beltami operatörü, yüzeyin birinci temel formunun katsay�lar� yard�m�yla W =
√
EG− F 2 olmak üzere;

∆ψ =
1

W

[(
Eψv − Fψu

W

)
v

+

(
Gψu − Fψv

W

)
u

]

³eklinde verilir (Dierkes vd. 1992). E§er yüzey izotermal parametrelemeye sahip ise
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birinci temel formunun katsay�lar� E = G = λ2(u, v) ve F = 0 için, Laplace-Beltami

operatörü

∆ =
1

λ2

(
∂

∂u2
+

∂

∂v2

)
=

4

λ2
∂

∂z

∂

∂z
(3.1)

olarak elde edilir. E³itli§in son k�sm�nda Wirtinger operatörleri göz önüne al�nm�³t�r.

Önerme 3.1.1. 3-boyutlu Öklid uzay�nda izotermal parametrelemeye sahip bir

yüzeyin Gauss e§rili§i

K = −∆logλ (3.2)

d�r (Barbosa ve Colares 1986).

�spat. (u, v) izotermal parametrelemeye sahip bir yüzeyde, F = 0 oldu§undan yüzey

ayn� zamanda ortogonal parametrelemeye sahiptir ve Gauss e§rili§i

K = − 1

2W

[(
Gu

W

)
u

+

(
Ev
W

)
v

]
, W =

√
EG

³eklindedir. Böylece

K = − 1

2λ2

[
∂

∂u

(
2λλu
λ2

)
+

∂

∂v

(
2λλv
λ2

)]
= − 1

λ2

[
∂2

∂u2
logλ+

∂2

∂v2
logλ

]
= −∆logλ

elde edilir. �

Önerme 3.1.2. X = (x1, x2, x3) : M → R3 dönü³ümü, konformal bir immersiyon

ve ∆X = (∆x1,∆x2,∆x3) vektör de§erli fonksiyon olsun. �mmersiyonun ortalama

e§rili§i H ve Gauss dönü³ümü N : M → S2(1) olmak üzere;

∆X = 2HN (3.3)

dir (Barbosa ve Colares 1986).

Bu önermeden a³a§�daki sonuç kolayca verilebilir.

Sonuç 3.1.1. X : M → R3 dönü³ümü konformal minimal immersiyondur gerek ve

yeter ³art X harmoniktir.
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X immersiyonu yard�m�yla bir φ = ∂X
∂z

fonksiyonu tan�mlans�n. (3.1) denkleminden

∂φ

∂z
=

∂

∂z

∂X

∂z
=
λ2

4
∆X

elde edilir ve a³a§�daki sonuç verilebilir.

Sonuç 3.1.2. φ holomorf bir fonksiyondur gerek ve yeter ³art X harmoniktir.

X : M → R3, X = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v)) dönü³ümü konformal oldu§undan

〈Xu, Xu〉 = 〈Xv, Xv〉 = λ2 ve 〈Xu, Xv〉 = 0 d�r. M Riemann yüzeyi üzerinde tan�ml�

φ = (φ1, φ2, φ3) ∈ C3

φm =
1

2

(
∂xm
∂u
− i∂xm

∂v

)
, 1 ≤ m ≤ 3

fonksiyonu göz önüne al�n�rsa

3∑
m=1

φ2
m =

1

4

[
3∑

m=1

(
∂xm
∂u

)2

−
3∑

m=1

(
∂xm
∂v

)2

− 2i
3∑

m=1

∂xm
∂u

∂xm
∂v

]

=
1

4
{|Xu|2 − |Xv|2 − 2i〈Xu, Xv〉} = 0

oldu§undan

φ2
1 + φ2

2 + φ2
3 = 0 (3.4)

elde edilir. Ayr�ca

|φ|2 =
3∑

m=1

|φm|2

=
1

4

{
3∑

m=1

(
∂xm
∂u

)2

+
3∑

m=1

(
∂xm
∂v

)2
}

=
1

4

{
|Xu|2 + |Xv|2

}
=

1

2
λ2

d�r. Yani

|φ|2 =
1

2
λ2 > 0 (3.5)
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d�r. M yüzeyi üzerinde lokal olarak φ fonksiyonu tan�mlanm�³t�. z = x + iy ve

w = r + is, P ∈ M noktas�n�n kom³ulu§unda yüzeyin izotermal parametrelemeleri

olmak üzere; w = w(z), ∂w
∂z
6= 0 koordinat de§i³imi göz önüne al�n�rsa φ̃ = ∂X

∂w
için

φ =
∂X

∂z
=
∂X

∂w

∂w

∂z
= φ̃

∂w

∂z

elde edilir. Buradan vektör de§erli holomorf 1-formlar

ψ = φdz ve ψ̃ = φ̃dw

için,

ψ = φdz = φ̃
∂w

∂z
dz = φ̃dw = ψ̃

bulunur. Yani ψ formlar� yüzey üzerinde global olarak tan�ml�d�r (Barbosa ve Co-

lares 1986). Böylece ψ = (ψ1, ψ2, ψ3)

ψm = φmdz, 1 ≤ m ≤ 3

vektör de§erli holomorf formlar ile birlikte Sonuç 3.1.1 ve Sonuç 3.1.2 kullan�larak

a³a§�daki önerme verilebilir:

Önerme 3.1.3. X : M → R3 dönü³ümü konformal bir immersiyon olsun. M

üzerinde ψ = φdz vektör de§erli holomorf formdur gerek ve yeter ³art X bir minimal

immersiyondur. Ayr�ca z0 sabit bir nokta olmak üzere,

X(z) = Re

∫ z

z0

ψ +X(z0) (3.6)

d�r (Barbosa ve Colares 1986).

γ kapal� e§risi boyunca Re
∫
γ
ψ = 0 ise ψ formunun reel periyodu yoktur denir. ψ for-

munun reel periyodunun olmamas� Re
∫
γ
ψ integralinin çevreden ba§�ms�z oldu§unu

söyler.

Teorem 3.1.1. (Weierstrass-Enneper gösterimi) Bir M Riemann yüzeyi üzerinde

ψ1, ψ2, ψ3 holomorf 1-formlar olsun. E§er

a) ψ2
1 + ψ2

2 + ψ2
3 = 0 (lokal olarak ψ = φdz oldu§undan φ2

1 + φ2
2 + φ2

3 = 0 d�r.)

b) |ψ1|2 + |ψ2|2 + |ψ3|2 > 0
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c) ψm formlar�n�n M de reel periyodu yoktur

ko³ullar� sa§lan�yor ise X = (x1, x2, x3) : M → R3

xm = Re

∫ z

z0

ψm , 1 ≤ m ≤ 3 (3.7)

bir konformal minimal immersiyondur.

Teoremde konulan (a) ko³ulu immersiyonun konformal olmas� için ve (b) ko³ulu

X dönü³ümünün bir immersiyon olmas� için gereklidir. Yani lokal olarak |φ|2 =

1
2
|Xu|2 6= 0 olmal�d�r. (c) ko³ulu ise Re(

∫ z
ψ) ifadesinin yaln�zca biti³ noktas� z-ye

ba§l� oldu§unu ifade eder. Böylece her bir xk çevreden ba§�ms�zd�r ve iyi tan�m-

l�d�r. φ = ∂X
∂z

holomorf oldu§undan X harmoniktir. Dolay�s�yla X dönü³ümü, bir

minimal immersiyondur. M Riemann yüzeyi üzerinde tan�mlanan X : M → R3

dönü³ümüne genelle³tirilmi³ minimal yüzey ya da global minimal yüzey de denir.

E§er M Riemann yüzeyi, basit ba§lant�l� bir yüzey ise daha kolay bir durum ortaya

ç�kar. Örne§in, basit ba§lant�l� bir bölgede tan�ml� holomorf bir fonksiyonun basit

kapal� bir γ e§risi boyunca integrali s�f�r olaca§�ndan Re
∫
γ
φdz = 0 d�r. Dolay�s�yla

(c) ko³ulu her zaman sa§lan�r. E§er Ω basit ba§lant�l� bir bölge ise X : Ω → R3

dönü³ümüne regüler minimal yüzey denir. Yani genelle³tirilmi³ (global) minimal

yüzey teorisi, regüler minimal yüzeyleri içeren daha geni³ bir teoridir.

M Riemann yüzeyi üzerinde ψ2
1 + ψ2

2 + ψ2
3 = 0 denkleminin tüm çözümlerini elde

etmek mümkündür.

1. Durum : E§er ψ1 = iψ2 ise ψ3 = 0 olur. Dolay�s�yla elde edilen minimal yüzey

bir düzlem belirtir.

2. Durum : ψ1 6= iψ2 olmak üzere; bir holomorf form ve bir meromorf fonksiyon

s�ras�yla

w = ψ1 − iψ2 ve g =
ψ3

ψ1 − iψ2

(3.8)

³eklinde tan�mlans�n. ψk = φkdz oldu§undan w = fdz için,

f = φ1 − iφ2 , g =
φ3

φ1 − iφ2
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yaz�labilir. φ3 = fg e³itli§inden

φ2
1 + φ2

2 = −φ2
3

(φ1 − iφ2)(φ1 + iφ2) = −f 2g2

oldu§undan φ1 + iφ2 = −fg2 bulunur. Böylece holomorf fonksiyonlar

φ1 =
1

2
f(1− g2), φ2 =

i

2
f(1 + g2), φ3 = fg (3.9)

elde edilir. Dolay�s�yla X = (x1, x2, x3) minimal immersiyonu

x1 = Re

∫ z

ψ1 =
1

2
Re

∫ z

(1− g2)w

x2 = Re

∫ z

ψ2 =
1

2
Re

∫ z

i(1 + g2)w

x3 = Re

∫ z

ψ3 = Re

∫ z

gw

³eklindedir. Bu denklemler, R3 uzay�nda minimal yüzeylerin Weierstrass-Enneper

gösterimleri olarak bilinir ve holomorf fonksiyonlar ile minimal yüzeyler aras�ndaki

yak�n ili³kiyi ortaya koyar. (g, w) ikilisi ise minimal yüzeyin Weierstrass verisi olarak

adland�r�l�r. Burada dikkat edilmesi gereken nokta φ1 ve φ2 holomorf fonksiyon-

lar olduklar�ndan (3.9) denkleminden fg2 fonksiyonunun da holomorf olmas� gerek-

ti§idir.

Önerme 3.1.4. Ω ⊂ C bölgesi üzerinde g meromorf ve f holomorf fonksiyonlar

olmak üzere; e§er g fonksiyonu z0 noktas�nda m. mertebeden bir kutup noktas�na ve

f fonksiyonu da ayn� z0 noktas�nda en az 2m. mertebeden bir s�f�ra sahip ise (3.9)

denklemi ile verilen φ = (φ1, φ2, φ3) ∈ C3 fonksiyonlar� Ω bölgesinde holomorftur

ve (3.4) denklemini sa§larlar. Aksine Ω bölgesinde (3.4) denklemini sa§layan her

holomorf fonksiyon (3.9) formunda ifade edilebilir (Osserman 1989).

Uyar� 3.1.1. E§er g fonksiyonu z0 noktas�nda m. mertebeden bir kutup noktas�na

ve f fonksiyonu da ayn� z0 noktas�nda tam 2m. mertebeden bir s�f�ra sahip ise

formülde verilen integraller iyi tan�ml�d�r ve reel periyotlar� yoktur.

Önerme 3.1.5. 3-boyutlu Öklid uzay�nda, basit ba§lant�l� her minimal yüzey

xm = Re

∫ z

0

φmdz + ck, 1 ≤ m ≤ 3
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³eklinde ifade edilebilir. Burada φm fonksiyonlar� (3.9) denklemini sa§larlar ve Ω

bölgesi birim disk veya kompleks düzlemdir. Minimal yüzeyin regüler olmas� için

gerek ve yeter ko³ul g fonksiyonu z0 noktas�nda m. mertebeden bir kutup noktas�na

sahip ise, f fonksiyonuda ayn� z0 noktas�nda tam 2m. mertebeden bir s�f�ra sahip

olmas�d�r (Osserman 1989).

φ holomorf fonksiyonu için

|φ|2 = |φ1|2 + |φ2|2 + |φ3|2

=
1

2
(1 + |g|2)2|f |2

elde edilir.

Uyar� 3.1.2. X : M → R3 dönü³ümünün bir immersiyon olmas� için (1+|g|2)|f | 6= 0

d�r.

Ayr�ca (2.3) ve (3.5) denklemlerinden metrik

ds2 = |f |2(1 + |g|2)2|dz|2 (3.10)

³eklinde elde edilir.

Weierstrass gösterimlerinde yer alan g : M → C ∪ {∞} meromorf fonksiyonunun

önemli bir geometrik anlam� vard�r. Bunun için N : M → S2(1) Gauss dönü³ümünü,

minimal immersiyonun Weierstrass gösterimleri yard�m�yla elde edelim.

φ =
∂X

∂z
=

1

2

(
∂X

∂u
− i∂X

∂v

)

oldu§undan Reφ =
1

2
Xu ve Imφ = −1

2
Xv dir. Buradan

Xu ×Xv = 4Im{(φ2φ3, φ3φ1, φ1φ2)}

elde edilir.

φ2φ3 =
i

2
f(1 + g2)(gf)

19



ve

Im(φ2φ3) =
1

2
|f |2Re(g(1 + g2)

=
1

4
|f |2(g(1 + g2) + g(1 + g2)

=
1

4
|f |2(1 + |g|2)(g + g)

=
1

2
Re(g)|f |2(1 + |g|2)

olup benzer ³ekilde

Im(φ3φ1) =
1

2
Im(g)|f |2(1 + |g|2)

Im(φ1φ2) = −1

4
|f |2(1− |g|4)

elde edilir. Böylece

Xu ×Xv = |f |2(1 + |g|2)(2Re(g), 2Im(g), |g|2 − 1)

dir.

|Xu ×Xv| = λ2 ve λ2 = 2|φ|2 = (1 + |g|2)2|f |2

oldu§undan

N =
Xu ×Xv

|Xu ×Xv|
=

(
2Re(g)

1 + |g|2
,

2Im(g)

1 + |g|2
,
|g|2 − 1

1 + |g|2

)
(3.11)

bulunur.

C kompleks düzlemini x1x2- düzlemi ile e³leyelim. S2(1) = {(x1, x2, x3) ∈ R3 :

x21 + x22 + x23 = 1} Riemann küresi, C = C ∪ {∞} geni³letilmi³ kompleks düzlem ve

T = (0, 0, 1) olmak üzere;

σ : S2(1)− {T} → R2

(x1, x2, x3) →
(

x1
1− x3

,
x2

1− x3

)
streogra�k izdü³ümden g fonksiyonunun kutup noktas� hariç σoN = (Re(g), Im(g))

elde edilir. σ(0, 0, 1) = ∞ olmak üzere; σ dönü³ümünü, σ̃ : S2(1) → C olarak

geni³letirsek

Π̃oN = g (3.12)

elde edilir. Bu ise g dönü³ümünün, X immersiyonunun Gauss dönü³ümü ile ayn�

oldu§unu ifade eder.
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Önerme 3.1.6. Bir minimal yüzeyin Gauss e§rili§i, f holomorf ve g meromorf

fonksiyonlar cinsinden

K = −
[

2|g′|
|f |(1 + |g|2)2

]2
(3.13)

dir.

�spat. (3.1), (3.2) denklemleri ve λ2 = |f |2(1 + |g|2)2 e³itli§i kullan�larak

∂

∂z

∂

∂z
log(|f |(1 + |g|2)) =

∂

∂z

∂

∂z
log|f |+ ∂

∂z

∂

∂z
log(1 + |g|2)

∂

∂z

∂

∂z
log|f | = 1

2

∂

∂z

∂

∂z
log|f |2

=
1

2

∂

∂z

∂

∂z
log(f(z)f(z))

=
1

2

∂

∂z

∂

∂z
(logf(z) + logf(z))

= 0

bulunur. Benzer ³ekilde i³lemler yap�l�rsa

∂

∂z

∂

∂z
log(1 + |g|2) =

|g′(z)|2

(1 + |g(z)|2)2

elde edilir. Böylece yüzeyin Gauss e§rili§i

K = −∆logλ = −∆log(|f |(1 + |g|2))

= − 4

λ2
∂

∂z

∂

∂z
log(|f |(1 + |g|2))

= − 4

|f |2(1 + |g|2)2
∂

∂z

∂

∂z
(log|f |+ log(1 + |g|2))

= − 4

|f |2(1 + |g|2)2
|g′|2

(1 + |g|2)2

= −
[

2|g′|
|f |(1 + |g|2)2

]2
bulunur. �

Sonuç 3.1.3. Bir minimal yüzeyin Gauss e§rili§i pozitif de§ildir. E§er yüzey bir

düzlem de§ilse Gauss e§rili§inin s�f�rlar� izole noktalard�r (Osserman 1989).

�spat. Bir minimal yüzeyin Gauss e§rili§i sadece g′ = 0 durumunda s�f�rd�r. g

meromorf bir fonksiyon oldu§undan g′ fonksiyonu da meromorftur. E§er g′ her nok-

tada s�f�r ise g sabit olup yüzeyin normal vektör alan� da sabit olur ve bu durumda
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minimal yüzey bir düzlemdir. g′ fonksiyonunun her noktada s�f�r olmad�§�n� varsay-

al�m. Kompleks fonksiyonlar teorisinde bilinen 'meromorf bir fonksiyonun s�f�rlar�

izole noktalar�d�r' teoremi kullan�larak minimal yüzeyin Gauss e§rili§inin s�f�rlar�

izole noktalar� oldu§u elde edilir. �

�imdi baz� bilinen minimal yüzey örnekleri, Weierstrass verisi olan (g, w) ile elde

edilecektir. A³a§�da verilecek örnekler Barbosa ve Colares (1986)'in kitab�ndan al�n-

m�³t�r.

Örnek 3.1.1. (Helikoid Yüzeyi) M = C Riemann yüzeyi üzerinde g(z) = −iez ve

w = e−zdz alal�m. g fonksiyonunun kutup noktas� ve w n�n s�f�r� yoktur. Böylece

holomorf formlar

ψ1 =
1

2
(1− g2)w = cosh(z)dz

ψ2 =
i

2
(1 + g2)w = −i sinh(z)dz

ψ3 = gw = −idz

³eklinde elde edilir. cosh(z) ve sinh(z) fonksiyonlar� holomorf fonksiyonlard�r ve

basit ba§lant�l� bölge olan C üzerinde tan�ml� olduklar�ndan, her basit kapal� bir γ

çevresi üzerinde
∫
γ
ψk = 0 sa§lan�r. Yani ψk formlar�n�n C üzerinde periyodu yoktur.

Böylece

x1 = Re

∫ z

0

cosh(z)dz = Re(sinh(z)) = cos(v) sinh(u)

x2 = Re

∫ z

0

−i sinh(z)dz = Re(−i cosh(z) + i) = sin(v) sinh(u)

x3 = Re

∫ z0

0

−idz = Re(−iz) = v

olup minimal yüzeyin parametrik denklemi

X(u, v) = (cos(v) sinh(u), sin(v) sinh(u), v)

bulunur.

Örnek 3.1.2. (Katenoid Yüzeyi) M = C Riemann yüzeyi üzerinde g(z) = −ez ve

w = −e−zdz için g nin kutup noktas� ve w n�n s�f�r� yoktur. Dolay�s�yla holomorf
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�ekil 3.1 Helikoid Yüzeyi

formlar

ψ1 = sinh(z)dz, ψ2 = −i cosh(z)dz, ψ3 = dz

elde edilir. sinh(z), cosh(z) ve bu fonksiyonlar�n bir sabitle çarp�mlar� da C de

holomorftur. Kompleks düzlem basit ba§lant�l� bir bölge oldu§undan reel periyotlar�

yoktur. Böylece minimal yüzeyin parametrik denklemi

X(u, v) = (cosh(u) cos(v)− 1, cosh(u) sin(v), u)

elde edilir. Katenoid yüzeyini elde etmek için bir ba³ka seçim ³u ³ekilde olabilir:

M = C \ {0} Riemann yüzeyi üzerinde g(z) = z ve w = dz
z2

olmak üzere;

ψ1 =
1

2

(
1

z2
− 1

)
dz

ψ2 =
i

2

(
1

z2
+ 1

)
dz

ψ3 =
1

z
dz

holomorf formlar� elde edilir. {z = reiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π} çemberini basit kapal� γ e§risi

olarak alal�m. ∫
γ

(
1

z2
− 1

)
dz =

∫ 2π

0

(
1

r2e2iθ
− 1

)
rieiθdθ = 0∫

γ

(
1

z2
+ 1

)
dz =

∫ 2π

0

(
1

r2e2iθ
+ 1

)
rieiθdθ = 0∫

γ

1

z
dz =

∫ 2π

0

idθ = 2πi

oldu§undan ψ1 ve ψ2 holomorf formlar�n�n periyodu yoktur. ψ3 formunun ise sadece
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imajiner periyodu vard�r. Dolay�s�yla X : C \ {0} → R3 dönü³ümü, koordinatlar�

x1 = −u
2

(
1 +

1

u2v2

)
+ 1

x2 = −v
2

(
1 +

1

u2v2

)
x3 =

1

2
ln(u2 + v2)

olan bir minimal yüzeydir.

τ =
1

2
ln(u2 + v2), γ =

(
arctan

v

u

)
− π

kullan�l�rsa

u = eτ cos(γ), v = eτ sin(γ)

olup

X(γ, τ) = (− cos(γ) cosh(τ) + 1,− sin(γ) cosh(τ), τ)

katenoid yüzeyi elde edilir.

Daha basit seçimlerle Enneper yüzeyi elde edilebilir.

Örnek 3.1.3. (Enneper Yüzeyi) M = C Riemann yüzeyi üzerinde, g(z) = z ve

w = dz fonksiyonlar� ile minimal yüzeyin parametrik denklemi

X(u, v) =
1

2

(
u− u3

3
+ uv2,−v +

v3

3
− u2v, u2 − v2

)
³eklinde elde edilir.

Örnek 3.1.4. (Scherk'in Birinci Yüzeyi)M Riemann yüzeyi, Ω = {z ∈ C : |z| < 1}

birim diski olsun. g(z) = z ve w = 4
1−z4dz için, g fonksiyonunun kutup noktas�

ve w n�n birim disk üzerinde bir s�f�r� yoktur. Dolay�s�yla bu veriler Weierstrass

verileridir. Yüzeyin holomorf formlar�

ψ1 =
2

1 + z2
dz =

(
i

z + i
− i

z − i

)
dz

ψ2 =
2i

1− z2
dz =

(
i

z + 1
− i

z − 1

)
dz

ψ3 =
4z

1− z4
dz =

(
2z

z2 + 1
− 2z

z2 − 1

)
dz

24



dir. Ω birim diski basit ba§lant�l� bir yüzey oldu§undan ψm, 1 ≤ m ≤ 3 holomorf

formlar�n Ω üzerinde reel periyodu yoktur. log z = log |z|+ iarg(z) e³itli§inden

x1 = Re

(
i log

z + i

z − i

)
= −arg

(
z + i

z − i

)
x2 = Re

(
i log

z + 1

z − 1

)
= −arg

(
z + 1

z − 1

)
x3 = Re

(
log

z2 + 1

z2 − 1

)
= log |z

2 + 1

z2 − 1
|

elde edilir.

z + i

z − i
=
|z|2 − 1

|z − i|2
+ i

z + z

|z − i|2
z + 1

z − 1
=
|z|2 − 1

|z − 1|2
+

z − z
|z − 1|2

dir. |z| < 1 oldu§undan

Re
z + i

z − i
=
|z|2 − 1

|z − i|2
≤ 0 , Re

z + 1

z − 1
=
|z|2 − 1

|z − 1|2
≤ 0

dir.
π

2
≤ arg

(
z + i

z − i

)
, arg

(
z + 1

z − 1

)
≤ 3π

2

e³itsizli§inden

−3π

2
≤ x1, x2 ≤ −

π

2

bulunur.

cosx1 =
|z|2 − 1

|z − i|2
|z − i|
|z + i|

=
|z2| − 1

|z2 + 1|

cosx2 =
|z|2 − 1

|z − 1|2
|z − 1|
|z + 1|

=
|z2| − 1

|z2 + 1|

olup maksimal yüzeyin kapal� denklemi

x3 = log

(
cosx2
cosx1

)
olarak bulunur. Burada kapal� denklemi elde edilmi³ olan X : Ω→ R3 immersiyonu

Scherk'in birinci yüzeyinin bir parças�d�r. Tüm yüzeyi elde etmek için (g, w) Weier-

trass verileri M = C − {1,−1, i,−i} Riemann yüzeyi üzerinde al�nmal�d�r. Ancak

bu yüzey basit ba§lant�l� bir yüzey olmad�§� için ψ1 ve ψ2 holomorf formlar�n�n reel
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periyodu oldu§una dikkat edilmelidir. Dolay�s�yla bu yüzey x1− ve x2− eksenlerinde

periyodik oldu§undan çift periyodik bir yüzeydir. π : M ′ → M , M yüzeyini tama-

men kapsayan bir dönü³ümdür. Basit ba§lant�l�M ′ üzerinde holomorf formlar�n reel

periyodu olmad�§�ndan x′m : M ′ → R, m = 1, 2, 3 iyi tan�ml�d�r.

E§er Weierstrass verileri g(z) = z ve w = i 4
1−z4dz seçilirse tek periyodik bir Scherk

yüzeyi elde edilir.

Örnek 3.1.5. (Henneberg Yüzeyi) M = C \ {0} Riemann yüzeyi üzerinde g(z) = z

ve w = 2
(
1− 1

z4

)
dz Weierstrass verileri yard�m�yla yönlendirilemeyen bir minimal

yüzey olan Henneberg yüzeyi elde edilir. Bu yüzeyin holomorf formlar�

ψ1 =

(
− 1

z4
+

1

z2
+ 1− z2

)
dz

ψ2 = i

(
− 1

z4
− 1

z2
+ 1 + z2

)
dz

ψ3 = 2

(
z − 1

z2

)
dz

³eklindedir ve M Riemann yüzeyi üzerinde periyotlar� yoktur. Ancak {−1, 1,−i, i}

noktalar�nda |ψ1|2 + |ψ2|2 + |ψ3|2 = 0 oldu§undan bu noktalar X : M → R3 minimal

immersiyonunun singüler noktalar�d�r.

(3.7) denkleminde yer alan integralin hesaplanmas� ile elde edilen kompleks ifadenin

reel k�sm� bir minimal yüzey verdi§i gibi imajiner k�sm� da bir minimal yüzey verir.

Basit ba§lant�l� bir Ω bölgesinde X(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v)) yüzeyi izoter-

mal parametrelemeye sahip bir minimal yüzey olsun. Yine Ω bölgesinde tan�ml� ve

Xu = X̃v , Xv = −X̃u

Cauchy-Riemann denklemlerini sa§layan X̃(u, v) = (x̃1(u, v), x̃2(u, v), x̃3(u, v)) yüzeyi,

X yüzeyinin e³lenik (adjoint) yüzeyi olarak adland�r�l�r ve bu yüzeyde izotermal

parametrelemeye sahiptir. Ayr�ca ∆X̃ = 0 oldu§undan minimal bir yüzeydir. Basit

ba§lant�l� Ω ⊂ R2 bölgesinde X : Ω ⊂ R2 → R3 konformal bir dönü³üm ve X̃ adjoint

dönü³üm olmak üzere; h : Ω ⊂ R2 → C3

h(z) := X(u, v) + iX̃(u, v) , z = u+ iv
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bile³enleri

h1(z) = x1(u, v) + ix̃1(u, v)

h2(z) = x2(u, v) + ix̃2(u, v)

h3(z) = x3(u, v) + ix̃3(u, v)

olan bir holomorf dönü³ümdür ve C3 de holomorf bir e§ri gibi dü³ünebilir.

Kompleks türev h′ = dh
dz

h′ =
1

2

(
∂h

∂u
− i∂h

∂v

)
=

1

2
(Xu + iX̃u − iXv + X̃v)

= Xu − iXv

elde edilir ve

〈h′, h′〉 = |Xu|2 − |Xv|2 − 2i〈Xu, Xv〉

bulunur. X dönü³ümü konformal oldu§undan 〈h′, h′〉 = 0 d�r ve bu özelli§e sahip

olan holomorf e§ri izotropik e§ri olarak adland�r�l�r (Dierkes vd. 1992).

Önerme 3.1.7. Basit ba§lant�l� bir Ω ⊂ R2 bölgesinde X : Ω → R3 dönü³ümü

parametrik bir minimal yüzey ise holomorf e§ri h : Ω → C3 bir izotropik e§ridir.

Aksine, h : Ω→ C3 bir izotropik e§ri ise

X(u, v) := Reh(z) ve X̃(u, v) := Imh(z)

minimal yüzeylerdir (Dierkes vd. 1992).

Önerme 3.1.8. Ω ⊂ C basit ba§lant�l� bir bölge ve X0 ∈ R3, z0 ∈ Ω olsun.

φ(z) ∈ C3 holomorf fonksiyonu

φ2
1 + φ2

2 + φ2
3 = 0

e³itli§ini sa§las�n. Bu durumda X : Ω→ R3

X(z) = X0 +Re

∫ z

z0

φ(z)dz , z ∈ Ω (3.14)

bir minimal yüzey tan�mlar. Ayr�ca X̃ : Ω→ R3

X̃(z) = X̃0 + Im

∫ z

z0

φ(z)dz , X̃0 ∈ R3, z ∈ Ω (3.15)
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X minimal yüzeyinin e³lenik yüzeyidir. φ nin s�f�rlar�X minimal yüzeyinin dallanma

noktalar�d�r. Aksine, e§er X : Ω→ R3 bir minimal yüzey ise φ2
1 +φ2

2 +φ2
3 = 0 ³art�n�

sa§layan φ : Ω→ C3 holomorf dönü³ümü vard�r veX(w) = X0+Re
∫ z
z0
φ(z)dz , z ∈

Ω d�r (Dierkes vd. 1992).

Bu k�s�mda bir minimal yüzeyin ili³kili (associate) yüzeylerinden bahsedilecektir.

X : Ω→ R3 izotermal parametrelemeye sahip bir minimal yüzey ve h izotropik bir

e§ri olsun. ∀α ∈ R için,

g(z, α) := e−iαh(z)

bir izotropik e§ridir ve

M(z, α) := Re{e−iαh(z)} = X(z) cosα + X̃(z) sinα (3.16)

bir parametreli minimal yüzey ailesi tan�mlar. M(z, α) yüzeyleri X(z) minimal

yüzeyinin ili³kili minimal yüzeyleri olarak adland�r�l�r ve

M(z, 0) = X(z) , M
(
z,
π

2

)
= X̃(z)

d�r. (3.16) denkleminde u ve v de§i³kenlerine göre türev al�n�rsa

Mu = Xu cosα−Xv sinα

Mv = Xv cosα +Xu sinα

elde edilir.

|Mu|2 = |Mv|2 = |Xu|2 = |Xv|2, 〈Mu,Mv〉 = 0

e³itliklerinden bu yüzeylerin de izotermal parametrelemeye sahip olduklar� söylenebilir.

Ayr�ca, bu yüzeylerin birinci temel formlar� ayn� oldu§undan bir yüzeyin tüm ili³kili

yüzeyleri birbirine izometriktir.

Örnek 3.1.6. z0, a ∈ R, a 6= 0 olmak üzere;

x = a cosh

(
z − z0
a

)
, z ∈ R

zincir e§risinin z− ekseni etraf�nda döndürülmesi ile katenoid yüzeyi (zincir yüzeyi)

elde edilir. Bu yüzey a = 1, z0 = 0 için

X(u, v) = (cosh(u) cos(v), cosh(u) sin(v), u), −∞ < u <∞, 0 ≤ v < 2π
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³eklinde parametrize edilebilir. X : C→ R3 dönü³ümü konformaldir.

sinh(u+ iv) = cos(v) sinh(u) + i sin(v) cosh(u)

cosh(u+ iv) = cos(v) cosh(u) + i sin(v) sinh(u)

oldu§undan h : C→ C3, h(z) = (cosh(z),−i sinh(z), z) izotropik e§risi için

X(u, v) = Reh(z) dir. Dolay�s�yla X minimal yüzeyinin e³lenik yüzeyi

X̃(u, v) = Imh(z)

= (sinh(u) sin(v),− sinh(u) cos(v), v)

dir ve bu yüzey helikoid yüzeyidir.

M(z, α) := Re{e−iαh(z)} , α ∈ R

ili³kili yüzeylerinin bile³enleri

m1(u, v) = cosh(u) cos(v) cos(α) + sinh(u) sin(v) sin(α)

m2(u, v) = cosh(u) sin(v) cos(α)− sinh(u) cos(v) sin(α)

m3(u, v) = u cos(α) + v sin(α)

³eklinde elde edilir.

�ekil 3.2 Katenoid yüzeyinin ili³kili yüzeyleri (0 ≤ α ≤ π/2)
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3.2 Maksimal Yüzeylerin Weierstrass-Enneper Gösterimleri

Öklid uzay�nda minimal yüzeyler için elde edilen Weierstrass-Enneper gösterim-

leri, 3- boyutlu Lorentz-Minkowski uzay�nda maksimal yüzeyler için de verilmi³tir

(Kobayashi 1983, Estudillo ve Romero 1992, Alias vd. 2003). L3 uzay�nda her space-

like yüzey yönlendirilebilir oldu§undan koordinat de§i³imleri yönlendirmeyi korur

ve herhangi bir parametrelemeye sahip bir spacelike yüzey, izotermal parametre ile

tekrar parametrelendirilebilir. M bir Riemann yüzeyi ve X = X(z), z = u+ iv ∈ C

konformal parametre olmak üzere;

X = (x1, x2, x3) : M → L3

spacelike konformal immersiyonu ele alal�m. ∆X = (∆x1,∆x2,∆x3) vektör de§erli

fonksiyon ve N : M → H2, H2 = {p ∈ L3 : 〈p, p〉 = −1} Gauss dönü³ümü olmak

üzere;

∆X = 2HN

dir.

Önerme 3.2.1. X : M → L3 dönü³ümü konformal maksimal bir immersiyondur

gerek ve yeter ³art X harmoniktir.

Üzerine indirgenen ds2 = λ2(du2 + dv2) metri§i ile X : M → L3 maksimal immer-

siyonu lokal olarak bir maksimal yüzey ifade eder ve X immersiyonunun koordinat

fonksiyonlar� Öklid anlam�nda harmonik fonksiyonlard�r. Öklid uzay�nda oldu§u

gibi bir φ = ∂X
∂z

fonksiyonu tan�mlayal�m. (2.4) ile verilen e³itliklerden

∂φ

∂z
=

∂

∂z

∂X

∂z
=
λ2

4
∆X

elde edilir ve buradan ³u sonuca ula³abiliriz.

Sonuç 3.2.1. φ holomorf bir fonksiyondur gerek ve yeter ³art X harmoniktir.

X = X(u, v) dönü³ümünün konformal oldu§u göz önüne al�n�rsa

φm =
∂xm
∂z

=
1

2

(
∂xm
∂u
− i∂xm

∂v

)
, 1 ≤ m ≤ 3
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e³itli§i yard�m�yla

φ2
1 + φ2

2 − φ2
3 = 0

ve

|φ1|2 + |φ2|2 − |φ3|2 =
1

4

{
|Xu|2 + |Xv|2

}
=

1

2
λ2

elde edilir.

Öklid uzay�nda oldu§u gibi ψm = φmdz, 1 ≤ m ≤ 3 holomorf 1-formlar�, M Rie-

mann yüzeyi üzerinde global olarak tan�ml�d�r ve minimal yüzeylere benzer olarak

a³a§�daki önerme verilebilir.

Önerme 3.2.2. X : M → L3 spacelike konformal bir immersiyon olsun. ψ holomorf

formdur gerek ve yeter ³artX bir maksimal immersiyondur. Ayr�ca z0 sabit bir nokta

olmak üzere;

X(z) = Re

∫ z

ψ +X(z0)

d�r.

Teorem 3.2.1. ( Weierstrass-Enneper gösterimleri) BirM Riemann yüzeyi üzerinde

ψ1, ψ2, ψ3 holomorf 1-formlar olsun. E§er

a) ψ2
1 + ψ2

2 − ψ2
3 = 0 (lokal olarak ψ = φdz oldu§undan φ2

1 + φ2
2 − φ2

3 = 0 d�r.)

b) |ψ1|2 + |ψ2|2 − |ψ3|2 > 0

c) ψm formlar�n�n M üzerinde reel periyodu yoktur

³artlar�n� sa§l�yor ise X = (x1, x2, x3) : M → L3

xm = Re

∫ z

ψm, 1 ≤ m ≤ 3

bir konformal maksimal immersiyondur (Alias vd. 2003).

M Riemann yüzeyi, basit ba§lant�l� bir yüzey olmas� durumunda, spacelike yüzeyler

kompakt olmad�klar� için Koebe'nin uniformizasyon teoreminden M yüzeyi konfor-

mal olarak kompleks düzlemin aç�k bir alt cümlesidir. X : M → L3 dönü³ümünün
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immersiyon olmad�§� ya da indirgenen metri§in dejenere oldu§u noktalara dallanma

noktalar� (branch points) denir. Asl�nda bu noktalar, M Riemann yüzeyinde |φ1|2 +

|φ2|2 − |φ3|2 = 0 denklemini sa§layan noktalard�r. Dallanma noktas� olmayan nok-

talar yüzeyin regüler noktalar�d�r. R, X dönü³ümünün dallanma noktalar�n�n bir

kümesi olmak üzere; X : M \ R → L3 dönü³ümü bir regüler maksimal yüzey be-

lirtirken X : M → L3 dönü³ümü ise genelle³tirilmi³ bir maksimal yüzey belirtir

(Estudillo ve Romero 1992). Basit kapal� γ e§risi için Re
∫
γ
ψ = 0 olmas� integralin

γ e§risinden ba§�ms�z oldu§unu gösterir ve bu durumda ψk holomorf formlar�n�n reel

periyodu yoktur denir. Öklid uzay�na benzer olarak ψ2
1 + ψ2

2 − ψ2
3 = 0 denkleminin

çözümlerini inceleyelim.

1. Durum : E§er ψ1 = iψ2 ise ψ3 = 0 olup yatay düzlemler elde edilir.

2. Durum : E§er ψ1 6= iψ2 ise holomorf form w = ψ1 − iψ2 ve meromorf fonksiyon

g = ψ3

ψ1−iψ2
³eklinde tan�mlans�n. ψk = φkdz oldu§undan holomorf fonksiyon f =

φ1 − iφ2 ve meromorf fonksiyon g = φ3
φ1−iφ2 dir. Buradan

φ1 =
1

2
(1 + g2)f

φ2 =
i

2
(1− g2)f

φ3 = gf

elde edilir. Dolay�s�yla maksimal immersiyon w = fdz için,

x1 = Re

∫ z

ψ1 =
1

2
Re

∫ z

(1 + g2)w

x2 = Re

∫ z

ψ2 =
1

2
Re

∫ z

i(1− g2)w

x3 = Re

∫ z

ψ3 = Re

∫ z

gw

³eklindedir ve (g, w) ikilisi maksimal yüzeyin Weierstrass verisi olarak adland�r�l�r.

Önerme 3.2.3. M Riemann yüzeyi üzerinde w holomorf 1-form ve g (|g| 6= 1) mero-

morf fonksiyonu için; g fonksiyonu bir z0 noktas�ndam. mertebeden kutup noktas�na

sahip ve w holomorf formu da ayn� z0 noktas�nda en az�ndan 2m. mertebeden bir

s�f�ra sahip olsun. E§er

ψ1 =
1

2
(1 + g2)w , ψ2 =

i

2
(1− g2)w , ψ3 = gw
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holomorf 1-formlar�n�n reel periyodu yok ise X : M → L3 dönü³ümü

xm = Re

∫ z

ψm , m = 1, 2, 3

bir genelle³tirilmi³ maksimal yüzeydir (Estudillo ve Romero 1992).

E§er g fonksiyonu bir z0 noktas�nda m. mertebeden kutup noktas�na sahip ve f

holomorf fonksiyonu da ayn� z0 noktas�nda en az�ndan 2m. mertebeden bir s�f�ra

sahip ise φ1, φ2 ve φ3 holomorf fonksiyonlard�r. Ancak yüzeyin regüler bir yüzey

olmas� için f fonksiyonunun z0 noktas�nda tam 2m. mertebeden s�f�ra sahip olmas�

gerekir. Aksi halde integraller iyi tan�ml� de§ildir ve reel periyot vard�r. Öklid

uzay�na benzer olarak yüzey izotermal parametrelemeye sahip oldu§undan metrik

ds2 = λ2 | dz |2 dir.

1

2
λ2 = |φ1|2 + |φ2|2 − |φ3|2

=
1

2
|f |2(1− |g|2)2

e³itli§i kullan�larak metrik,

ds2 = |f |2(1− |g|2)2|dz|2

³eklinde bulunur. Dolay�s�yla X : M → L3 dönü³ümünün immersiyon olmas� için

|f |(1 − |g|2) 6= 0 d�r. Öklid uzay�nda yap�lan i³lemler Lorentz-Minkowski uzay�nda

maksimal yüzeyler için tekrar edilirse, N : M → H2 Gauss dönü³ümü

N =
1

1− |g|2
(2Re(g), 2Im(g), 1 + |g|2)

olur ve

K =

[
2|g′|

|f |(1− |g|2)2

]2
maksimal yüzeyin Gauss e§rili§idir. (Kobayashi 1983).

Örnek 3.2.1. (Hiperbolik katenoid) M = C Riemann yüzeyi üzerinde g(z) = i e
z−1
ez+1

ve w = −i (e
z+1)2

2ez
dz için holomorf formlar

ψ1 = −idz, ψ2 = sinh(z)dz, ψ3 = (−1 + cosh(z))dz
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yard�m�yla maksimal yüzeyin parametrik denklemi

X(u, v) = (v, cos(v) sinh(u),−1 + cos(v) cosh(u))

elde edilir.

�ekil 3.3 Hiperbolik katenoid yüzeyi

Öklid uzay�nda elde edilen minimal yüzeyler ile Lorentz-Minkowski uzay�nda elde

edilen maksimal yüzeyler aras�nda dualite olarak da bilinen bir ba§lant� vard�r (Cal-

abi 1970). Yani bir minimal yüzeyden bir maksimal yüzey ve benzer ³ekilde bir

maksimal yüzeyden bir minimal yüzey elde edilebilir. Literatürde bu ³ekilde elde

edilmi³ yüzeyler, dual yüzey ya da ikiz yüzey olarak adland�r�lm�³t�r.

Uyar� 3.2.1. 1. X, R3 uzay�nda konformal bir minimal yüzey ve φ bu yüzeyin

izotropik e§risi olsun. X yüzeyinin dual yüzeyi X[, L3 uzay�nda bir maksimal

yüzeydir ve izotropik e§risi ψ = (−iφ1,−iφ2, φ3) olur. Dolay�s�yla X yüzeyinin

Weierstrass verisi (g, w) ise X[ yüzeyinin Weiertrass verisi (g[, w[) = (ig,−iw) d�r.

2. X, L3 uzay�nda konformal bir maksimal yüzey ve ψ bu yüzeyin izotropik e§risi

olsun. X yüzeyinin dual yüzeyi X], R3 uzay�nda bir minimal yüzeydir ve izotropik

e§risi φ = (iψ1, iψ2, ψ3) olur. Dolay�s�yla X yüzeyinin Weierstrass verisi (g, w) ise

X] yüzeyinin Weiertrass verisi (g], w]) = (−ig, iw) d�r.

Burada kompleks say� olan i nin koordinat bile³enlerinde yeri de§i³tirilerek de benzer

sonuçlara ula³�labilir ve elde edilen yüzeyler birbirlerine denk yüzeylerdir. Öklid uza-

y�nda minimal olan tek dönel yüzey katenoid yüzeyidir; ancak Lorentz-Minkowski

uzay�nda dönme eksenine ba§l� olarak eliptik, hiperbolik ve parabolik katenoid (bir-

inci tip katenoid, ikinci tip katenoid ve ikinci tip Enneper yüzeyi) olmak üzere; üç
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tip maksimal dönel yüzey vard�r. Minimal ve maksimal yüzeyler aras�ndaki yukar�da

bahsedilen ili³ki göz önüne al�nd�§� zaman, Öklid uzay�ndaki katenoid yüzeyine

Lorentz-Minkowski uzay�nda hangi yüzeyin kar³�l�k geldi§i sorusu akla gelebilir. Lit-

eratürde bu konuda yap�lm�³ baz� çal�³malar mevcuttur (López vd. 2000, Araujo ve

Leite 2009, Lee 2011).

Örnek 3.2.2. M = C Riemann yüzeyi üzerinde g(z) = z
z−2i ve w = i (z−2i)

2

2
dz için

holomorf formlar

ψ1 =
iz2 + 2z − 2i

2
dz, ψ2 = (1 + iz)dz, ψ3 =

(
iz2

2
+ z

)
dz

yard�m�yla maksimal yüzeyin parametrik denklemi

X(u, v) =


−1

2
u2v + 1

6
v3 + v + u2

2
− v2

2

u− uv

−1
2
u2v + 1

6
v3 + u2

2
− v2

2


olarak bulunur. Bu yüzey parabolik katenoid yüzeyidir ve dual yüzeyininWeierstrass

verisi

g] = −ig = −i z

z − 2i
, w] = iw = −(z − 2i)2

2
dz

ve holomorf formlar�

φ =

(
−z2 + 2iz + 2

2
dz, (i− z)dz, (

iz2

2
+ z)dz

)
³eklinde olup dual minimal yüzeyin parametrik denklemi

X](u, v) =

(
6(u− uv)− u3 + 3uv2

6
,
v2 − u2 − 2v

2
,
3(u2 − v2 − u2v) + v3

6

)
elde edilir.

3.3 3-Boyutlu Öklid Uzay�nda Björling Problemi

�sveçli matematikçi Emanuel Gabriel Björling, minimal yüzey teorisi üzerinde çal�³m�³

ve 1844 y�l�nda kendi ismiyle an�lan bir problemi ortaya koymu³tur (Björling 1844).

Bu problem e§ri yard�m�yla minimal yüzey üretme problemi olarak bilinir ve ³öyle

ifade edilir:
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Bjorling Problemi : 3-boyutlu Öklid uzay�nda α : I ⊂ R → R3 analitik bir e§ri

ve V : I ⊂ R→ R3, α e§risi boyunca 〈V, α′〉 = 0 ³art�n� sa§layan birim vektör alan�

olmak üzere; u ∈ I için α(u) = X(u, 0) ve V (u) = N(u, 0) olacak biçimde normali

N(u, v) olan bir X(u, v) parametrik minimal yüzeyi elde edilebilir mi?

Björling problemi Cauchy-Kovalevskaya teoreminin özel bir halidir ve 1890 y�l�nda

Schwarz taraf�ndan kompleks de§i³kenler yard�m�yla çözülmü³tür. Problemin çözüle-

bilmesi için α e§risinin ve V vektör alan�n�n reel de§i³keni, Taylor serisinde kompleks

de§i³ken z ile de§i³tirilece§inden e§rinin ve vektör alan�n�n analitik olmas� gerekir.

Kompleks Taylor serisi yard�m�yla Ω ⊆ C bölgesi üzerinde bir analitik (holomorf)

kompleks e§ri α(z) : Ω→ C3 tan�mlanabilir. Ω basit ba§lant�l� bölgesinde α(t) e§risi

ve V (t) vektör alan�n�n holomorf geni³lemeleri s�ras�yla α(z) ve V (z) dir. α e§risi,

Björling probleminin çözümü ile elde edilen minimal yüzeyin parametre e§risidir ve

V vektör alan� da e§ri boyunca yüzeyin birim normal vektör alan�n� verir.

Teorem 3.3.1. Björling probleminin bir tek çözümü vard�r ve

X(z) = Re

α(z)− i
z∫

u0

V (w)× α′(w) dw

 , u0 ∈ I sabit ve z = u+ iv

³eklindedir (Schwarz 1890).

Problemde yer alan (α, V ) ikilisi Björling verisi olarak bilinir ve bu veriler yard�m�yla

Björling probleminin çözümünden elde edilen minimal yüzeye Björling yüzeyi de

denir.

Uyar� 3.3.1. Björling probleminin bir tek çözümünün olmas� ³öyle aç�klanabilir:

E§er X : Ω1 ⊂ C → R3, Y : Ω2 ⊂ C → R3 yüzeyleri ayn� e§ri ve vektör alan� için

verilen Björling probleminin iki ayr� çözümü ise Ω1 ∩Ω2 cümlesi üzerinde X(u, v) =

Y (u, v) dir.

Öklid uzay�nda bir α e§risinin Frenet elemanlar� {t,n,b} olmak üzere; t = α′/|α′|,

n = b× t ve b = α′×α′′/|α′×α′′| ³eklindedir. Birim h�zl� bir e§rinin ivme vektörü

yüzeyin birim normal vektör alan�na paralel ise bu e§ri yüzey üzerinde geodeziktir.
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E§er α e§risi birim h�zl� bir e§ri ise n = α′′/|α′′| oldu§undan; birim vektör alan�

V = n al�nabilir ve Björling probleminin çözümü

X(z) = Re

α(z) + i

z∫
u0

b(w)dw

 , u0 sabit ve z = u+ iv

³eklinde verilir. Bu durumda α e§risi, X(u, v) parametrik yüzeyi üzerinde hem

parametre e§risi hem de geodezik bir e§ridir.

Önerme 3.3.1. Bir X = X(u, v) parametrik yüzeyi, α e§risi ve V vektör alan� ile

üretilmi³ bir Björling yüzeyi olsun. α e§risi ve −V vektör alan� ile üretilen Björling

yüzeyi

X∗(u, v) = Re

α(z) + i

z∫
u0

V (w)× α′(w) dw


= X(u,−v)

³eklindedir (Dierkes vd. 1992, Oprea 2000).

�spat. (α, V ) Björling verisi ile üretilen parametrik minimal yüzey X(u, v) olsun.

Yüzeyin minimal olma özelli§i parametre seçiminden ba§�ms�z oldu§undanX∗(u, v) =

X(u,−v) yüzeyi de minimaldir ve N∗(u, v) = −N(u,−v) dir. Böylece X∗(u, v)

yüzeyi, (α,−V ) ile üretilen bir minimal yüzeydir. �

Önerme 3.3.2. Parametrik bir X = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v)) minimal yüzeyi

verilsin ve X(u, 0), xy− düzleminde bulunan bir e§ri olsun. E§er X(u, v) parametrik

yüzeyi, α e§risi boyunca xy düzlemi ile dik olarak kesi³irse

x1(u,−v) = x1(u, v) , x2(u,−v) = x2(u, v) , x3(u,−v) = −x3(u, v)

sa§lan�r (Dierkes vd. 1992, Oprea 2000).

�spat. X(u, 0) = α(u) e§risi boyunca minimal yüzeyin birim normal vektör alan�

N(u, 0) = V (u) olsun. α e§risi, xy− düzleminde oldu§undan α(u) = (α1(u), α2(u), 0)

³eklindedir. X(u, v) yüzeyi xy− düzlemi ile dik kesi³ti§inden V (u) = (v1(u), v2(u), 0)

olup vektörel çarp�m

V × α′ = (0, 0, v1α
′
2 − v2α′1)
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elde edilir. Björling probleminin çözümü tek oldu§undan minimal yüzeyin birinci

bile³eni x1 = Re(α1(z)) ve ikinci bile³eni x2 = Re(α2(z)) ³eklindedir. α e§risi ve

−V vektör alan� için Önerme 3.3.1 kullan�l�rsa, vektörel çarp�m�n sonucunda ilk

iki koordinat s�f�r oldu§undan x1(u,−v) = Re(α1(z)) ve x2(u,−v) = Re(α2(z))

sa§lan�r. Ayr�ca x3(u, v) = −Re
(
i
∫

(V × α′)3(w)dw
)
d�r. α e§risi ve −V vektör

alan� için

x3(u,−v) = Re

(
i

∫
(V × α′)3(w)dw

)
= −x3(u, v)

elde edilir.�

Benzer ³ekilde a³a§�daki önerme ispats�z verilebilir.

Önerme 3.3.3. X = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v)) parametrik denklemi ile verilen bir

minimal yüzey olsun. E§er X(u, 0) e§risinin noktalar� x− ekseninde ise

x1(u,−v) = x1(u, v) , x2(u,−v) = −x2(u, v) , x3(u,−v) = −x3(u, v)

dir.

Bir M yüzeyi üzerinde bir p noktas� ve bir l do§rusu verilsin. E§er q ∈ M noktas�

l do§rusuna p noktas� ile e³it uzakl�kta ise ve p ile q dan geçen do§ru R3 uza-

y�nda l do§rusu ile dik olarak kesi³iyorsa q noktas� p noktas�n�n l do§rusuna göre

simetri§idir. Benzer ³ekilde yüzey üzerinde bir p noktas� ve yüzey ile dik kesi³en bir

P düzlemi verilsin. E§er q ∈M noktas� P düzlemine p noktas� ile e³it uzakl�kta ise

ve p ile q dan geçen do§ru P düzlemi ile dik olarak kesi³iyorsa q noktas� p noktas�n�n

P düzlemine göre simetri§idir. Önerme 3.3.2 ve Önerme 3.3.3 kullan�larak Schwarz

yans�ma prensipleri elde edilir. Burada bahsedilen minimal yüzeylerin simetri özel-

li§i lokal bir özelliktir.

Teorem 3.3.2. (Schwarz Yans�ma Prensipleri)

1. Bir minimal yüzey dik olarak kesi³ti§i bir düzleme göre simetriktir

2. Bir minimal yüzey içerdi§i herhangi bir do§ruya göre simetriktir. (Nitsche 1989,

Dierkes vd. 1992).
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Örnek 3.3.1. (Scherk'in Birinci Yüzeyi)

Scherk yüzeyinin simetri do§rular� birinci Shwarz yans�ma prensibine uygun bir

örnektir. Scherk yüzeyinin kapal� denklemi z = log
(

cos(y)
cos(x)

)
, −π

2
< x, y < π

2
³ek-

lindedir. z = 0 için bu denklemde cos(y) = cos(x) e³itli§i elde edilir. Dolay�s�yla

y = ±x dir. Yani Scherk yüzeyinin xy düzlemi ile arakesiti y = ±x do§rular�d�r.

Dolay�s�yla bu do§rular Scherk yüzeyinin simetri eksenleridir.

Örnek 3.3.2. xz düzleminde bulunan α(u) = (β(u), 0, γ(u)) e§risini üzerinde geodezik

bir e§ri olarak bulunduran minimal yüzeyi Björling formülü ile elde edelim. E§rinin

birim normal vektör alan� n = 1√
β′(u)2+γ′(u)2

(−γ′, 0, β′) olup, V = n durumunda

vektörel çarp�m V (w)×α′(w) = (0,
√
β′2(w) + γ′2(w), 0) d�r. Böylece Björling prob-

leminin çözümü

X(u, v) = (Reβ(z), Im

z∫
0

√
β′(w)2 + γ′(w)2dw,Reγ(z))

³eklindedir. Özel olarak α = (1−cos(u), 0, u−sin(u)) sikloid e§risi al�n�rsa, minimal

yüzeyin parametrik denkleminin birinci ve üçüncü bile³eni

x1 = Re(1− cos(z)) = 1− cos(u) cosh(v)

x3 = Re(z − sin(z)) = u− sin(u) cosh(v)

elde edilir. sin2(w) + (1− cos(w))2 = 4 sin2(w/2) e³itli§inden
z∫

0

√
sin2(w) + (1− cos(w))2dw = −4 cos(z/2)

olup Björling probleminin çözümü ile elde edilen yüzeyin parametrik denklemi

X(u, v) =
(

1− cos(u) cosh(v), 4 sin
u

2
sinh

v

2
, u− sin(u) cosh(v)

)
dir. Bu yüzey Catalan yüzeyi olarak bilinir ve sikloid e§risini hem geodezik hem de

u− parametre e§risi olarak üzerinde bulundurur.

Björling problemi yard�m�yla yönlendirilemeyen minimal yüzeylerde elde edilebilir.

Örne§in; y = 0 düzleminde yer alan 2x3 = 9z2 Neil parabolünden üretilen minimal

yüzey Henneberg yüzeyidir. Bu yüzey yönlendirilemeyen (tek tara��) bir minimal

yüzeydir ve Neil parabolünü üzerinde hem parametre e§risi hem de geodezik e§ri

olarak bulundurur.
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3.4 3- Boyutlu Lorentz-Minkowski Uzay�nda Björling Problemi

Maksimal yüzeyler yaln�zca matematik de de§il genel görelilik problemlerinde de yer

ald�§�ndan �zik için de önemli bir konudur. Maksimal yüzeyler ile Öklid uzay�nda

verilen minimal yüzeyler baz� ortak özelliklere sahiptir. Örne§in, maksimal yüzeyler

alan integralinde maksimum alan� ifade ederler. Ayr�ca, bu yüzeyler de minimal

yüzeylerde oldu§u gibi Weierstrass-Enneper gösterimine sahiptir. Ancak minimal

ve maksimal yüzeyler aras�nda farkl�l�klar da bulunur. Calabi-Bernstein teoremi

ile L3 uzay�nda tam maksimal yüzeylerin yaln�zca spacelike düzlemler oldu§u gös-

terilmi³tir. Weierstrass-Enneper gösterimleri genellikle tam minimal yüzeyler için

kullan�ld�§�ndan maksimal yüzeyler için Weierstrass-Enneper gösterimleri minimal

yüzeylerde oldu§u kadar kullan�³l� de§ildir. Bu nedenle maksimal yüzey üretecek

ba³ka bir formül elde etmek önemlidir. Dolay�s�yla L3 uzay�nda, bu tip yüzeyler için

Björling problemi ele al�nm�³t�r. Problem olu³turulurken dikkat edilmesi gereken

nokta maksimal yüzey, bir spacelike yüzey oldu§undan V birim vektör alan�n�n time-

like ve α e§risinin, spacelike bir e§ri olmas� gerekti§idir. Ayr�ca V vektör alan� time-

like oldu§undan Lorentz metri§i de gözönüne al�n�rsa vektör alan�n�n üçüncü bile³eni

mutlaka s�f�rdan farkl� olmal�d�r. Björling problemi maksimal yüzeyler için ³u ³ek-

ilde ifade edilebilir: α : I ⊂ R → L3 analitik spacelike bir e§ri ve V : I ⊂ R → L3,

e§ri boyunca 〈V, α′〉 = 0 ³art�n� sa§layan birim timelike vektör alan� olmak üzere;

u ∈ I için α e§risini üzerinde u− parametre e§risi olarak bar�nd�ran ve V vek-

tör alan� α e§risi boyunca yüzeyin birim normal vektör alan� olacak biçimde bir

X(u, v) maksimal yüzeyi elde edilebilir mi? Problemde bahsedilen α e§risi ve V

vektör alan� analitik oldu§undan, analitik devam ilkesine göre α(z) ve V (z) holomorf

geni³lemeleri vard�r ve bu geni³lemeler tektir. Basit ba§lant�l� Ω ⊂ C bölgesinde,

α(z) ve V (z) s�ras�yla α(t) e§risi ve V (t) vektör alan�n�n holomorf geni³lemeleri

olmak üzere; Björling probleminin çözümü

X(z) = Re

α(z) + i

z∫
u0

V (w)× α′(w) dw

 u0 ∈ I, z = u+ iv (3.17)

³eklinde verilir. X(z) yüzeyi, α e§risi ve V vektör alan� ile elde edilen tek maksimal

yüzeydir (Alias vd. 2003). Ω basit ba§lant�l� bölge oldu§u için formülde yer alan
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integral çevreden ba§�ms�zd�r. Böylece X(z) iyi tan�ml�d�r. Öklid uzay�nda oldu§u

gibi Björling probleminin çözümü ile elde edilen maksimal yüzeylere Björling yüzeyi

de denilebilir. E§er X : Ω1 ⊂ C → L3, Y : Ω2 ⊂ C → L3 yüzeyleri ayn� e§ri ve

vektör alan� için verilen Björling probleminin iki ayr� çözümü ise Ω1 ∩ Ω2 cümlesi

üzerinde X(u, v) = Y (u, v) dir.

α : I → L3, birim h�zl� spacelike bir e§ri olsun. ∀t ∈ I için, α′′ vektörü time-

like ise
(
α, V = α′′

‖α′′‖

)
verisi ile üretilen Björling yüzeyi, α e§risini geodezik bir e§ri

olarak üzerinde bar�nd�ran tek maksimal yüzeydir.

Sonuç 3.4.1. X = X(u, v) parametrik yüzeyi, α e§risi ve V vektör alan� ile üretilmi³

bir maksimal yüzey olsun. α e§risi ve −V vektör alan� ile üretilen maksimal yüzey

X∗(u, v) = Re

α(z)− i
z∫

u0

V (w)× α′(w) dw


= X(u,−v)

³eklindedir (Alias vd. 2003).

Spacelike bir M yüzeyi üzerinde bir p noktas� ve spacelike bir l do§rusu verilsin.

E§er q ∈ M noktas� için p+q
2
∈ l ise ve p ile q dan geçen do§ru l do§rusu ile dik

olarak kesi³iyorsa q noktas� p noktas�n�n l do§rusuna göre simetri§idir denir. Benzer

³ekilde yüzey üzerinde bir p noktas� ve yüzey ile dik kesi³en timelike bir P düzlemi

verilsin. E§er q ∈M noktas� için p+q
2
∈ P ise ve p ile q dan geçen do§ru P düzlemi

ile dik olarak kesi³iyorsa q noktas� p noktas�n�n P düzlemine göre simetri§idir denir.

Bu tan�mdan yola ç�k�larak Öklid uzay�nda minimal yüzeyler için verilen Schwarz

yans�ma prensipleri Lorentz uzay�nda maksimal yüzeyler için de elde edilmi³tir.

Teorem 3.4.1. (Schwarz Yans�ma Prensipleri)

1. Bir maksimal yüzey üzerinde bulunan her spacelike do§ru, yüzeyin simetri ek-

senidir.

2. Bir maksimal yüzey ile dik olarak kesi³en her timelike düzlem, yüzeyin simetri

düzlemidir (Alias vd. 2003).
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Örnek 3.4.1. xz düzleminde bulunan α(u) = (β(u), 0, γ(u)) spacelike bir e§ri ve

n e§rinin birim normal vektör alan� olmak üzere; V = n = 1√
β′2−γ′2

(γ′, 0, β′) birim

timelike vektör alan� kullan�larak V × α′ = (0,
√
β′2 − γ′2, 0) elde edilir. Buradan

Björling probleminin çözümünden elde edilen maksimal yüzey

X(z) = (Reβ(z),−Im
z∫

0

√
β′(w)2 − γ′(w)2dw,Reγ(z))

³eklindedir. Özel olarak spacelike α(u) = (u, 0, cos(u)) e§risi al�n�rsa Ω = (−π
2
, π
2
)×

R ⊂ C bölgesinde tan�ml�

X(u, v) = (u,− cos(u) sinh(v), cos(u) cosh(v))

hiperbolik katenoid yüzeyi elde edilir. Örnekde görüldü§ü üzere α e§risi,X yüzeyinin

u− parametre e§risidir. Bu yüzey timelike düzlemde bulunan spacelike bir çember

e§risi yard�m�yla da elde edilebilir. Burada Björling formülü yard�m�yla bulunan

hiperbolik katenoid yüzeyi Örnek 3.2.1 de Weiertrass verileri ile elde edilmi³ti.

Öklid uzay�na benzer olarak Henneberg maksimal yüzeyi, 9x2 = (z + 2)3 e§risi

yard�m�yla elde edilmi³tir ve bu e§riyi üzerinde geodezik e§ri olarak bulunduran tek

maksimal yüzeydir (Alias vd. 2003).

Önerme 3.4.1. L3 uzay�nda timelike düzlemde bulunan spacelike bir çemberi üz-

erinde geodezik e§ri olarak bulunduran bir maksimal yüzey hiperbolik katenoid

yüzeyine ya da onun bir parças�na denktir (Alias vd. 2003).

L3 uzay�nda bir yüzey, e§er bir parametreli dönme hareketi alt�nda invaryant ise ve l

ekseni üzerindeki her nokta bu hareket alt�nda sabit ise yüzeye l eksenli dönel yüzey

denir.

Teorem 3.4.2. L3 uzay�nda her maksimal dönel yüzey a³a§�da verilen yüzeylerin

birine veya onun bir parças�na denktir

i) spacelike düzlem

ii) birinci tip katenoid yüzeyi

iii) ikinci tip katenoid yüzeyi

iv) ikinci tip Enneper yüzeyi (Kobayashi 1983).
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Uyar� 3.4.1. L3 uzay�nda birinci tip katenoid yüzeyi timelike eksenli, ikinci tip

katenoid yüzeyi spacelike eksenli ve ikinci tip Enneper yüzeyi lightlike eksenli mak-

simal dönel yüzeylerdir.

L3 uzay�nda her spacelike regle yüzey α birim h�zl� spacelike bir e§ri ve n e§rinin

birim normal vektör alan� olmak üzere; X : Ω ⊂ R2 → L3, X(u, v) = α(u) + vn(u)

³eklinde yaz�l�r.

Teorem 3.4.3. L3 uzay�nda her maksimal regle yüzey a³a§�da verilen yüzeylerin

birine veya onun bir parças�na denktir

i) spacelike düzlem

ii) birinci tip helikoid yüzeyi

iii) ikinci tip helikoid yüzeyi

iv) ikinci tip Enneper yüzeyinin e³lenik yüzeyi (Cayley regle yüzeyi) (Kobayashi

1983).
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4. MAKS�MAL YÜZEYLER�N YEN� ÖRNEKLER�

3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzay�nda elde edilen ve (3.17) ile verilen Björling prob-

leminin çözümü maksimal yüzey elde etmek güzel ve kullan�³l� bir yöntemdir. Ancak

formülde yer alan integrali almak ve bunun sonucunda elde edilen kompleks ifadeyi

reel ve imajiner k�s�mlara ay�rmak kolay olmad�§� için literatürde bu yöntemle elde

edilmi³ çok fazla maksimal yüzey örne§i yoktur. Bu bölümde (3.17) formülü kul-

lan�larak yeni maksimal yüzey örnekleri elde edilecek ve bu yüzeyler parametrik den-

klemleri ile verilecektir. Björling problemi ile ilgili genel teori, Björling yüzeyinin

e§ri boyunca bir ³erit oldu§unu söyler. Ancak bu tez çal�³mas�nda Björling for-

mülünün çözümleri tüm kompleks düzlem C üzerine geni³letilecektir.

L3 uzay�nda α, {t,n,b} Frenet çat�s�na sahip spacelike bir e§ri ve V , α e§risi

boyunca birim timelike vektör alan� olsun. 〈V, α′〉 = 0 ³art� sa§land�§�ndan V vektör

alan�, n ve b vektörlerinin lineer birle³imi olarak V = g(t)n(t) + h(t)b(t) ³eklinde

yaz�labilir. V , birim vektör alan� timelike oldu§undan g(t) ve h(t) fonksiyonlar�

e§rinin normal ve binormal vektörünün causal karakterine ba§l� olarak g(t), h(t) ∈

{coshϑ(t), sinhϑ(t)} seçilmelidir.

α e§risi, çember ya da helis e§risi ve ϑ fonksiyonu lineer al�narak Björling problemi

çözülebilir. Burada e§rinin ve ϑ fonksiyonunun seçimi formülde yer alan integralin

hesaplanabilmesi için önemlidir. Asl�nda bu yöntem Öklid uzay�nda minimal yüzey

elde etmek için uygulanm�³t�r (Meeks ve Weber 2007, Mira 2006). Öklid uzay�nda

e§rinin çember olarak al�nmas� ile elde edilen Björling yüzeyler, bending helicoids

(Meeks ve Weber 2007) ve e§rinin helis olarak al�nmas�yla elde edilen Björling

yüzeyler ise Weber taraf�ndan helicoidal helicoids olarak adland�r�lm�³lard�r.

Tezin bu bölümünde yeni maksimal yüzey örnekleri elde etmek için Öklid uzay�nda

verilen bending helicoids ve helicoidal helicoids yüzeylerinin Lorentz-Minkowski uza-

y�nda kar³�l�klar� ara³t�r�lacakt�r. Ancak Öklid ve Lorentz-Minkowski uzaylar� aras�n-

da dikkat edilmesi gereken baz� durumlar vard�r. Örne§in, L3 uzay�nda dönme ek-
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seninin causal karakterine ba§l� olarak üç tip spacelike çember e§risi vard�r. Bu

çemberlerden timelike ve spacelike eksenli olanlar trigonometrik fonksiyonlarla ifade

edilirken, lightlike eksenli olanlar polinomlarla ifade edilirler.

4.1 Çemberi �çeren Maksimal Yüzey Örnekleri

Spacelike bir çember, s�f�rdan farkl� sabit e§rili§e sahip düzlemsel bir e§ri olarak

tan�mlan�r. Bir ba³ka ifadeyle L3 uzay�nda çember, bir noktan�n bir parametreli

dönme hareketi alt�nda yörüngesidir ve bir nokta ile dönme hareketinin ekseni yard�-

m�yla belirlenir. L3 uzay�nda timelike, spacelike ya da lightlike eksene sahip üç

farkl� spacelike çember e§risi vard�r. Timelike veya spacelike eksenli yay-parametresi

ile parametrelendirilmi³ spacelike çember bir Frenet e§risidir ve Frenet elemanlar�

t = α′, n = α′′/|α′′| ve b = t × n ³eklinde verilir. E§er eksen lightlike ise α′′(t)

bir lightlike vektör oldu§undan e§ri üzerinde ortonormal Frenet çat�s� kurulamaz.

Bunun için α′(t) vektörü ve iki tane lightlike vektör yard�m�yla bir ortonormal çat�

elde edilerek devam edilir.

4.1.1 Timelike eksen

Homoteti alt�nda L = Sp{(0, 0, 1)} timelike eksenli spacelike bir çember e§risi t ∈ R

için, α(t) = (cos(t), sin(t), 0) ³eklinde parametrize edilir. E§rinin normal ve binormal

vektörleri s�ras�yla

n(t) = (− cos(t),− sin(t), 0) ve b(t) = (0, 0,−1)

dir. E§ri boyunca e§rinin te§etine dik olan birim timelike vektör alan� ise

V (t) = sinh(ϑ(t))n + cosh(ϑ(t))b (4.1)

³eklindedir. ϑ(t) = at+b, a, b ∈ R fonksiyonunu ele alarak tüm durumlar� inceleye-

lim.

1. Durum : E§er ϑ(t) = 0 ise V (z) × α′(z) = (cos(z), sin(z), 0) d�r. E§rinin son
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bile³eni de s�f�r oldu§undan Björling yüzeyi z = sabit olan yatay düzlemlerdir.

2. Durum : E§er ϑ(t) = b ∈ R, b 6= 0 ise birim timelike vektör alan�

V (t) = sinh(b)n + cosh(b)b

= (− sinh(b) cos(t),− sinh(b) sin(t),− cosh(b)), t ∈ R

dir. α e§risinin ve V birim vektör alan�n�n holomorf geni³lemeleri s�ras�yla

α(z) = (cos(z), sin(z), 0) ve V (z) = (− sinh(b) cos(z),− sinh(b) sin(z),− cosh(b))

oldu§undan, Lorentz vektörel çarp�m

V (z)× α′(z) = (cosh(b) cos(z), cosh(b) sin(z), sinh(b))

olarak hesaplan�r. (3.17) ile verilen Björling formülünde yer alan integral∫ z

0

V (w)× α′(w)dw = (cosh(b) sin(z), cosh(b)(1− cos(z)), z sinh(b))

³eklinde hesaplan�r. Dolay�s�yla Björling yüzeyi

X(z) = Re


cos(z) + i cosh(b) sin(z)

sin(z) + i cosh(b)(1− cos(z))

iz sinh(b)


elde edilir. Mathematica program� kullan�larak bu e³itlikte yer alan kompleks ifadelerin

reel ve imajiner k�s�mlar� hesaplanabilir. Örne§in; cos(z) fonksiyonu için hesaplama

a³a§�da verildi§i gibidir:

Cos[u+Iv]//TrigExpand

Cos[u]Cosh[v]-I Sin[u]Sinh[v].

Dolay�s�yla maksimal yüzeyin parametrik denklemi

X(u, v) =


cos(u)(cosh(v)− cosh(b) sinh(v))

sin(u)(cosh(v)− cosh(b) sinh(v))

−v sinh(b)
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elde edilir. (0, 0, 1) eksenli bir parametreli dönme hareketi

Gt =

Ψt(τ) =


cos(τ) − sin(τ) 0

sin(τ) cos(τ) 0

0 0 1

 : τ ∈ R


³eklinde verilir. Buradan ∀τ ∈ R için Ψt(τ) · X(u, v) = X(u + τ, v) sa§land�§�

için elde edilen maksimal yüzey bir dönel yüzeydir. Bu yüzey eliptik katenoid veya

birinci tip katenoid yüzeyi olarak adland�r�lm�³t�r (Kobayashi 1983).

�imdi bu maksimal yüzeyin Weierstrass gösterimini elde edelim. (3.17) ifadesinden

holomorf 1-formlar

ψ(z) = [α′(z) + i(V (z)× α′(z))] dz

³eklindedir. Buradan

ψ = (− sin(z) + i cosh(b) cos(z), cos(z) + i cosh(b) sin(z), i sinh(b))

olup yüzeyin Weierstrass verisi

ω = ψ1 − iψ2 = (−1 + cosh(b))(sin(z) + i cos(z))

=
1

2
ie−b−iz(−1 + eb)2

g(z) =
ψ3

ψ1 − iψ2

= coth(b/2)(cos(z) + i sin(z))

= coth(b/2)eiz.

dir.

3. Durum : L3 uzay�nda bending helicoids yüzeyleri ϑ(t) = at+b, a 6= 0 durumunda

elde edilirler. Sonuçlar�n daha basit bir ³ekilde elde edilebilmesi için b = 0 al�nabilir.

Bu durumda

V (t) = sinh(at)n + cosh(at)b

= (− sinh(at) cos(t),− sinh(at) sin(t),− cosh(at)), t ∈ R

ve holomorf geni³lemelerin vektörel çarp�m�

V × α′ = (cosh(az) cos(z), cosh(az) sin(z), sinh(az))
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olup

∫ z

0

V (w)× α′(w)dw =


cosh(az) sin(z)+a cos(z) sinh(az)

1+a2

1−cos(z) cosh(az)+a sin(z) sinh(az)
1+a2

−1+cosh(az)
a


elde edilir. Böylece Björling yüzeyi

X(z) = Re


cos(z) + i cosh(az) sin(z)+a cos(z) sinh(az)

1+a2

sin(z) + i1−cos(z) cosh(az)+a sin(z) sinh(az)
1+a2

i−1+cosh(az)
a


dir. Dolay�s�yla yüzeyin parametrik denklemi

A(v) = a sinh(v) cos(av)− cosh(v) sin(av)

B(v) = sinh(v) cos(av) + a cosh(v) sin(av)

olmak üzere;

X(u, v) =


cos(u) cosh(v) + sin(u) sinh(au)A(v)−cos(u) cosh(au)B(v)

1+a2

sin(u) cosh(v)− cos(u) sinh(au)A(v)+sin(u) cosh(au)B(v)
1+a2

− sin(av) sinh(au)
a

 (4.2)

³eklindedir. Yüzeyin birinci temel formunun katsay�lar�

E = G = (cos(av) cosh(v)− cosh(au) sinh(v))2 F = 0

oldu§undan elde edilen yüzey izotermal parametrelemeye sahiptir ve

Xuu +Xvv = 0

e³itli§i sa§land�§�ndan bir maksimal yüzeydir.

Genel durumda yüzeyin holomorf 1-formlar�

ψ1 = (− sin(z) + i cos(z) cosh(az))dz

=

(
1

4
i
(
e−iz + eiz

) (
e−az + eaz

)
+

1

2
i
(
eiz − e−iz

))
dz

ψ2 = (cos(z) + i sin(z) cosh(az))dz

=

(
1

4

(
eiz − e−iz

) (
eaz + e−az

)
+

1

2

(
e−iz + eiz

))
dz

ψ3 = i sinh(az)dz =
1

2
i(eaz − e−az)dz
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�ekil 4.1 a = 1 için timelike eksenli çemberi içeren maksimal yüzey

olup yüzeyin Weierstrass verisi

ω = i
(eaz − 1)2

2e(a+i)z
dz

g(z) =
eiz (eaz + 1)

eaz − 1
.

dir. Holomorf formlar� üstel fonksiyonlar cinsinden yazmak için Mathematica pro-

gram�ndan yararlan�labilir. Örne§in;

TrigToExp[-Sin[z]+I Cos[z] Cosh[az]]

komutu kullan�larak ψ1 holomorf formunun üstel fonksiyonlar cinsinden ifadesi elde

edilir.

Uyar� 4.1.1. 1. R3 uzay�nda bending helicoids yüzeyleri elde edilirken kullan�lan

α(t) = (cos(t), sin(t), 0) çember e§risi boyunca vektör alan� V = cos(ϑ(t))n(t) +

sin(ϑ(t))b(t) ³eklinde periyodik bir fonksiyondur; ancak L3 uzay�nda α çember e§risi

boyunca vektör alan� periyodik bir fonksiyon olmad�§� için α e§risi yüzey üzerinde

uzunlu§u 2π den küçük olan bir çember parças�n� ifade eder.

2. R3 uzay�nda ϑ(t) = 1
2
t durumunda yönlendirilemeyen minimal yüzeyler elde
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edilmi³tir (Mira 2006, Meeks ve Weber 2007). Ancak spacelike yüzeyler her zaman

yönlendirilebilir olduklar�ndan L3 uzay�nda böyle bir durum söz konusu de§ildir.

4.1.2 Spacelike eksen

L = Sp{(1, 0, 0)} spacelike eksenli spacelike bir çember homoteti alt�nda t ∈ R için,

α(t) = (0, sinh(t), cosh(t)) ³eklinde parametrize edilir. E§rinin normal ve binormal

vektörleri

n = (0, sinh(t), cosh(t)), b = (1, 0, 0)

d�r. Böylece birim timelike vektör alan�, V (t) = cosh(ϑ(t))n + sinh(ϑ(t))b ³ek-

lindedir. ϑ fonksiyonuna göre durumlar timelike eksende oldu§u gibi incelenebilir:

1. Durum : E§er ϑ(t) = b ∈ R ise V = (sinh(b), cosh(b) sinh(t), cosh(b) cosh(t)) dir.

E§rinin ve vektör alan�n�n holomorf geni³lemelerinin vektörel çarp�m�

V × α′ = (− cosh(b),− sinh(b) sinh(z),− sinh(b) cosh(z))

d�r ve buradan Björling yüzeyinin denklemi

X(z) = Re


−i cosh(b)z

sinh(z)− i sinh(b)(cosh(z)− 1)

cosh(z)− i sinh(b) sinh(z)


bulunur. Böylece maksimal yüzeyin parametrik denklemi

X(u, v) =


v cosh(b)

sinh(u)(sinh(b) sin(v) + cos(v))

cosh(u)(sinh(b) sin(v) + cos(v))


olarak elde edilir.

Gs =

Ψs(τ) =


1 0 0

0 cosh(τ) sinh(τ)

0 sinh(τ) cosh(τ)

 : τ ∈ R


ile (1, 0, 0) spacelike eksenli bir parametreli dönme hareketi ifade edilir ve ∀τ ∈ R için

Ψs(τ) ·X(u, v) = X(u+ τ, v) sa§land�§�ndan X(u, v) bir dönel yüzeydir. Dolay�s�yla
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elde etti§imiz yüzey hiperbolik katenoid yüzeyidir. b = 0 olmas� halinde elde edilen

yüzey ikinci tip katenoid yüzeyi olarak adland�r�l�r (Kobayashi 1983).

Yüzeyin holomorf 1-formlar�

ψ(z) = (−i cosh(b), cosh(z)− i sinh(b) sinh(z), sinh(z)− i sinh(b) cosh(z))

olup yüzeyin Weierstrass verisi, üstel fonksiyonlar cinsinden

ω = −(eb+z + ieb + iez + 1)2

4eb+z
dz ve g(z) =

ieb+z + eb − ez − i
eb+z + ieb + iez + 1

.

dir.

Uyar� 4.1.2. b = 0 için Weierstrass verisi w = −i (e
z+1)2

2ez
dz g = i e

z−1
ez+1

elde edilir.

Bu veriler yard�m�yla hiperbolik katenoid yüzeyi Örnek 3.2.1 de elde edilmi³tir.

2. Durum : E§er ϑ(t) = at, a 6= 0 ise birim vektör alan�

V (t) = cosh(at)n + sinh(at)b

= (sinh(at), cosh(at) sinh(t), cosh(at) cosh(t)), t ∈ R

olup

V × α′ = (− cosh(az),− sinh(z) sinh(az),− cosh(z) sinh(az))

∫ z

0

V (w)× α′(w)dw =


− sinh(az)

a

−a cosh(az) sinh(z)+cosh(z) sinh(az)
a2−1

a−a cosh(az) cosh(z)+sinh(z) sinh(az)
a2−1


bulunur. Bu durumda yüzeyin parametrik denklemi a 6= 1 ve a = 1 için iki farkl�

³ekilde elde edilir. E§er a 6= 1 ise

X(z) = Re


−i sinh(az)

a

sinh(z) + i−a cosh(az) sinh(z)+cosh(z) sinh(az)
a2−1

cosh(z) + ia−a cosh(az) cosh(z)+sinh(z) sinh(az)
a2−1


seklindedir. Buradan maksimal yüzeyin denklemi

A(v) = cos(v) sin(av) + a sin(v) cos(av)

B(v) = a cos(v) sin(av)− sin(v) cos(av)

51



olmak üzere;

X(u, v) =


cosh(au) sin(av)

a

sinh(u) cos(v) + cosh(u) cosh(au)A(v)+sinh(u) sinh(au)B(v)
a2−1

cosh(u) cos(v) + sinh(u) cosh(au)A(v)+cosh(u) sinh(au)B(v)
a2−1

 (4.3)

elde edilir. E§er a = 1 ise

X(z) = Re


−i sinh(z)

sinh(z) + i z−cosh(z) sinh(z)
2

cosh(z)− i sinh
2(z)
2


oldu§undan maksimal yüzeyin parametrik denklemi

X(u, v) =


cosh(u) sin(v)

sinh(u) cos(v) + 1
2

sin(v) cos(v)(1 + 2 sinh2(u))− v
2

cosh(u) cos(v)(1 + sinh(u) sin(v))

 (4.4)

elde edilir.

�ekil 4.2 a = 1 için spacelike eksenli çemberi içeren maksimal yüzey
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Yüzeyin holomorf 1-formlar�

ψ1 = −i cosh(az)dz = −1

2
ie−az

(
e2az + 1

)
dz

ψ2 = (cosh(z)− i sinh(z) sinh(az))dz

=

(
1

2

(
ez + e−z

)
− 1

4
i
(
ez − e−z

) (
eaz − e−az

))
dz

ψ3 = (sinh(z)− i cosh(z) sinh(az))dz

=

(
1

2

(
ez − e−z

)
− 1

4
i
(
ez + e−z

) (
eaz − e−az

))
dz

³eklindedir. Böylece yüzeyin Weierstrass verisi

ω = −
(
e(a+1)z + ieaz + iez + 1

)2
4e(a+1)z

dz , g(z) =
ie(a+1)z + eaz − ez − i
e(a+1)z + ieaz + iez + 1

olarak hesaplan�r. Timelike eksenin aksine spacelike eksende holomorf 1-formlar

yaln�zca ez üstel dönü³üm cinsinden yaz�labildi§i için ez → z (dz → dz/z) de§i³ken

de§i³tirmesi yap�larak holomorf 1-formlar

ψ1 = −iz
2a + 1

2za+1
dz

ψ2 =
−iz2a+2 + iz2a + 2za+2 + 2za + iz2 − i

4za+2
dz (4.5)

ψ3 =
−iz2a+2 − iz2a + 2za+2 − 2za + iz2 + i

4za+2
dz

elde edilir ve yüzeyin Weierstrass verisi

ω = −(za+1 + iza + iz + 1)
2

4za+1
dz , g(z) = i

za+1 − iza + iz − 1

za+1 + iza + iz + 1

dir. w holomorf 1− formu, M = C − {0} Riemann yüzeyi üzerinde tan�ml�d�r.

a = n ∈ N için ψk holomorf formlar�n�n n 6= 1 durumunda reel periyodu yoktur.

n = 1 durumunda ise yaln�zca ψ2 nin reel periyodu vard�r.

4.1.3 Lightlike eksen

L = Sp{(1, 0, 1)} lightlike eksene sahip spacelike bir çember homoteti alt�nda,

t ∈ R için, α(t) = (−1 + t2/2, t, t2/2) ³eklinde parametrize edilir. α′ = (t, 1, t) ve

α′′ = (1, 0, 1) olup bir lightlike vektördür. Dolay�s�yla di§er durumlarda oldu§u gibi
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bir Frenet çat�s� elde edilemez. Bunun yerine e§rinin normal vektörü n(t) = α′′(t)/2

olarak ve binormal vektörü b(t) ise 〈n(t),b(t)〉 = −1/2 olacak ³ekilde α′(t) vek-

törüne ortogonal olan birim lightlike vektör olarak tan�mlan�r (Lopez 2014). Böylece

n(t) =

(
1

2
, 0,

1

2

)
, b(t) =

(
t2 − 1

2
, t,

t2 + 1

2

)
(4.6)

³eklindedir.

e2(t) = n− b =

(
2− t2

2
,−t,−t

2

2

)
e3(t) = n + b =

(
t2

2
, t,

t2 + 2

2

)
vektörleri ile birlikte {α′(t), e2(t), e3(t)} bir ortonormal bazd�r. Böylece birim time-

like vektör alan� V (t) = sinh(ϑ(t))e2 + cosh(ϑ(t))e3 ³eklinde yaz�labilir.

1. Durum : E§er ϑ(t) = b ∈ R ise

V =


t2

2
(cosh(b)− sinh(b) + sinh(b))

t(cosh(b)− sinh(b))

t2

2
(cosh(b)− sinh(b)) + cosh(b)


d�r ve holomorf geni³lemelerin vektörel çarp�m�

V (z)× α′(z) =


1
2

(cosh(b)(z2 − 2)− sinh(b)z2)

(cosh(b)− sinh(b))z

1
2

(cosh(b)z2 − sinh(b)(z2 + 2))


olup maksimal yüzeyin parametrik denklemi

X(u, v) =


(sinh(b)− cosh(b))(1

2
u2v − 1

6
v3) + v cosh(b) + u2

2
− v2

2
− 1

u+ (sinh(b)− cosh(b))uv

(sinh(b)− cosh(b))(1
2
u2v − 1

6
v3) + v sinh(b) + u2

2
− v2

2

 (4.7)

olarak elde edilir. �imdi bu yüzeyin dönel bir yüzey oldu§unu gösterelim.

L = {(1, 0, 1)} eksenli bir parametreli dönme hareketi

Gl =

Ψl(τ) =


1− τ2

2
τ τ2

2

−τ 1 τ

− τ2

2
τ τ2

2
+ 1

 : τ ∈ R
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olarak verilir. γ, xz düzleminde bir e§ri olmak üzere L eksenli bir dönel yüzey

M(u, s) = Ψl(u) · γ(s) ³eklindedir. γ(s) = (s, 0, g(s)) olarak al�n�rsa yüzeyin orta-

lama e§rili§inin s�f�r olmas� için (s−g(s))g′′ = (g′2−1)(g′−1) denklemi sa§lanmal�d�r.

Buradan

c(s− g(s))3 + s− g(s) = 2s+ d, c > 0, d ∈ R. (4.8)

elde edilir. γ e§risinde de§i³ken de§i³tirmesi yap�larak

γ(s) = (s, 0, g(s)) = (h(v) + v, 0, h(v)− v)

olarak al�n�rsa (4.8) denkleminin çözümünden h(v) = λv3 +µ , λ, µ ∈ R elde edilir.

Bu yüzey literatürde ikinci tip Enneper yüzeyi (parabolik katenoid) olarak bilinir

(Kobayashi 1983). E§er

λ = 8µ+ 4 ve µ = −1

3
(cosh(b)− 2 sinh(b))(sinh(b) + cosh(b))

al�n�rsa γ(v) = (v + λv3 + µ, 0,−v + λv3 + µ) için M(u, v) = Ψl(u) · γ(v) dir.

M(u,−1
2
) = α(u) ve M(u, v) yüzeyinin α e§risi boyunca birim normal vektör alan�

V (u) olur. Björling probleminin çözümü tek oldu§undan asl�nda elde edilenM(u, v)

yüzeyi ileX(u, v) yüzeyi ayn� yüzeylerdir. BöyleceX(u, v) yüzeyinin bir dönel yüzey

oldu§u ispatlanm�³ olur.

Yüzeyin holomorf 1-formlar� e−b = cosh(b)− sinh(b) e³itli§i kullan�larak

ψ(z) =

(
z +

i

2
(e−bz2 − 2 cosh(b)), 1 + ie−bz, z +

i

2
(e−bz2 − 2 sinh(b))

)
³eklinde elde edilir ve yüzeyin Weierstrass verisi

ω = −i(e
b + iz + 1)2

2eb
dz , g(z) =

eb + iz − 1

eb + iz + 1
.

dir.

Burada b = 0 al�narak parabolik katenoid yüzeyinin Weierstrass verileri daha sade

bir ³ekilde elde edilir. Bu veriler yard�m�yla ayn� yüzey daha önce Örnek 3.2.2 elde

edilmi³ti.

2. Durum : E§er ϑ(t) = at, a 6= 0 ise birim timelike vektör alan�

V (t) = sinh(at)e2(t) + cosh(at)e3(t)
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dir ve vektörel çarp�m

V × α′ =


1
2

((z2 − 2) cosh(az)− z2 sinh(az))

z(cosh(az)− sinh(az))

1
2

(z2 cosh(az)− (z2 + 2) sinh(az))


³eklinde bulunur. Kompleks integralin hesaplanmas� ile Björling yüzeyi

T (z) =
1

2a3
((2 + az(2 + az))(sinh(az)− cosh(az)))

olmak üzere;

X(z) = Re


−1 + z2

2
+ iT (z) + 2(1− a2 sinh(az)))

z + i 1
a2

((1 + az)(sinh(az)− cosh(az)) + 1)

z2

2
+ iT (z) + 2(1 + a2 − a2 cosh(az)))


dir.

A(u, v) = a2(e2au − u2 + v2 + 1)− 2au− 2

B(u, v) = a2(e2au − u2 + v2 − 1)− 2au− 2

C(u, v) = 2av(au+ 1)

olmak üzere; maksimal yüzeyin parametrik denklemi

X(u, v) =


u2−v2−2

2
+ e−au(A(u,v) sin(av)+C(u,v) cos(av))

2a3

u+ e−au(av cos(av)−(au+1) sin(av))
a2

u2−v2
2

+ e−au(B(u,v) sin(av)+C(u,v) cos(av))
2a3

 (4.9)

³eklindedir. Yüzeyin holomorf 1-formlar ise

ψ1 =

(
z +

1

2
i((z2 − 2) cosh(az)− z2 sinh(az))

)
dz

ψ2 = (1 + ize−az)dz

ψ3 =

(
1

2
iz2e−az − i sinh(az) + z

)
dz

olup Weierstrass verisi

w = −1

2
ie−az(eaz + iz + 1)2dz

g =
eaz + iz − 1

eaz + iz + 1

dir.
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Uyar� 4.1.3. Bu bölümde ϑ fonksiyonunun sabit oldu§u durumlarda elde edilen tüm

maksimal yüzeylerin dönel yüzey oldu§u gösterilmi³tir. Yani literatürde var olan

maksimal dönel yüzeyler (spacelike düzlem, birinci ve ikinci tip katenoid yüzeyleri,

ikinci tip Enneper yüzeyi) Björling problemi ve çember e§risi yard�m�yla tekrar

elde edilmi³tir. ϑ fonksiyonunun sabit olmad�§� durumda ise yeni maksimal yüzey

örnekleri bulunmu³tur.

4.2 Helisi �çeren Maksimal Yüzey Örnekleri

L3 uzay�nda helis e§risi, bir noktan�n bir parametreli helikoidal hareket alt�nda

yörüngesidir. Bu bölümde spacelike ve timelike eksenli spacelike helis e§rilerini

içeren maksimal yüzeyler Björling problemi yard�m�yla elde edilecektir.

4.2.1 Timelike eksen

Homoteti alt�nda L = Sp{(0, 0, 1)} eksenli bir spacelike helis e§risi 0 < λ < 1 olmak

üzere; α(t) = (cos(t), sin(t), λt) ³eklinde parametrik denkleme sahiptir. Bu e§rinin

normal ve binormal vektörleri µ =
√

1− λ2 olmak üzere;

n = (− cos(t),− sin(t), 0), b =
1

µ
(λ sin(t),−λ cos(t),−1)

dir. Birim timelike vektör alan� ise

V (t) = sinh(ϑ(t))n + cosh(ϑ(t))b

³eklindedir.

1. Durum : E§er ϑ(t) = b ∈ R ise holomorf geni³lemelerin vektörel çarp�m�

V × α′ =


−λ sinh(b) sin(z) + µ cos(z) cosh(b)

λ sinh(b) cos(z) + µ sin(z) cosh(b)

sinh(b)
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olarak hesaplan�r ve integral al�narak

∫ z

0

V (w)× α′(w)dw =


−µ cosh(b) sin(z) + λ(−1 + cos(z)) sinh(b)

(µ− µ cos(z)) cosh(b) + λ sin(z) sinh(b)

z sinh(b)


elde edilir. Böylece maksimal yüzeyin parametrik denklemi

X(u, v) =


cos(u) cosh(v) + sinh(v)(−µ cosh(b) cos(u) + λ sinh(b) sin(u))

cosh(v) sin(u) + sinh(v)(−µ cosh(b) sin(u)− λ sinh(b) cos(u))

λu− v sinh(b)


dir. (0, 0, 1) eksenli helikoidal hareket

Φt(τ) : (x, y, z) 7−→


cos(τ) − sin(τ) 0

sin(τ) cos(τ) 0

0 0 1




x

y

z

+


0

0

λτ


olarak ifade edilir. ∀τ ∈ R için Φt(τ) ·X(u, v) = X(u+τ, v) oldu§undan elde edilmi³

olan parametrik maksimal yüzey bir helikoidal yüzeydir.

2. Durum : E§er ϑ(t) = at, a 6= 0 ise V (t) = sinh(at)n + cosh(at)b e³itli§inden

birim timelike vektör alan�

V =


λ
µ

sin(t) cosh(at)− cos(t) sinh(at)

−λ
µ

cos(t) cosh(at)− sin(t) sinh(at)

− 1
µ

cosh(at)

 , t ∈ R

yard�m�yla maksimal yüzeyinin parametrik denklemi

A(v) = (aµ+ λ) sin(v) cos(av)− (µ− aλ) cosh(v) sin(av)

B(v) = (aµ+ λ) cosh(v) sin(av) + (µ− aλ) sinh(v) cos(av)

olmak üzere;

X(u, v) =


cos(u) cosh(v) + sin(u) sinh(au)A(v)−cos(u) cosh(au)B(v)

a2+1

sin(u) cosh(v)− cos(u) sinh(au)A(v)+sin(u) cosh(au)B(v)
a2+1

λu− sinh(au) sin(av)
a

 (4.10)

³eklinde elde edilir.
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�ekil 4.3 a = 1, λ = 3/5 ve µ = 4/5 için timelike eksenli spacelike helisi içeren

maksimal yüzey

Yüzeyin holomorf 1-formlar�

ψ1 = (iµ cos(z) cosh(az)− sin(z)(1 + iλ sinh(az))) dz

ψ2 = (cos(z)(1 + iλ sinh(az)) + iµ sin(z) cosh(az)) dz

ψ3 = (λ+ i sinh(az)) dz

³eklinde olup yüzeyin Weierstrass verisi

ω =
1

2
e−(a+i)z

(
(λ+ iµ) e2az − 2ieaz + iµ− λ

)
dz

g(z) =
eiz (−2iλeaz + e2az − 1)

(µ− iλ) e2az − 2eaz + µ+ iλ

dir.

4.2.2 Spacelike eksen

L = Sp{(1, 0, 0)} spacelike eksene sahip iki tip spacelike helis e§risi vard�r:

α(t) = (λt, cosh(t), sinh(t)), λ > 1, I. Tip

α(t) = (λt, sinh(t), cosh(t)), λ > 0, II. Tip.

Bu bölümdeki hesaplamalar timelike eksenli duruma benzer ³ekilde yap�labilir. Be-

lirtilen iki tip helis e§risi için hesaplamalar yap�larak yüzey örnekleri elde edilebilir.
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I. Tip helis eğrisi

I. tip helis e§risinin normal ve binormal vektörleri µ =
√
λ2 − 1 olmak üzere;

n = (0, cosh(t), sinh(t)) , b = − 1

µ
(1, λ sinh(t), λ cosh(t))

dir. n(t) spacelike ve b(t) timelike vektör alanlar� oldu§undan, V (t) birim timelike

vektör alan�

V (t) = sinh(ϑ(t))n + cosh(ϑ(t))b

³eklindedir.

1. Durum : ϑ(t) = b ∈ R için birim timelike vektör alan�

V =


− 1
µ

cosh(b)

sinh(b) cosh(z)− λ
µ

sinh(z) cosh(b)

sinh(b) sinh(z)− λ
µ

cosh(z) cosh(b)


ve

V (z)× α′(z) =


sinh(b)

−µ cosh(z) cosh(b) + λ sinh(b) sinh(z)

−µ sinh(z) cosh(b) + λ sinh(b) cosh(z)


dir. Dolay�s�yla maksimal yüzeyin parametrik denklemi

X(u, v) =


λu− v sinh(b)

cosh(u) cos(v) + sin(v) (µ cosh(b) cosh(u)− λ sinh(b) sinh(u))

sinh(u) cos(v) + sin(v) (µ cosh(b) sinh(u)− λ sinh(b) cosh(u))


olarak elde edilir. (1, 0, 0) eksenli helikoidal hareket

Φt(τ) : (x, y, z) 7−→


1 0 0

0 cosh(τ) sinh(τ)

0 sinh(τ) cosh(τ)




x

y

z

+


λτ

0

0


olarak ifade edilir. ∀τ ∈ R için Φt(τ) ·X(u, v) = X(u+τ, v) oldu§undan elde edilmi³

olan yüzey bir helikoidal yüzeydir.

2. Durum : ϑ(t) = at durumunu ele alal�m. Birim timelike vektör alan�

V (t) = sinh(at)n + cosh(at)b
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olup vektörel çarp�m

V (z)× α′(z) =


sinh(az)

−µ cosh(z) cosh(az) + λ sinh(az) sinh(z)

−µ sinh(z) cosh(az) + λ sinh(az) cosh(z)


d�r. Buradan

∫ z

0

V (w)× α′(w)dw =


−1+cosh(az)

a

(aλ+µ) cosh(az) sinh(z)−(λ+aµ) cosh(z) sinh(az)
a2−1

sinh(z) + i (aλ+µ)(cosh(az) cosh(z)−1)−(λ+aµ) sinh(z) sinh(az)
a2−1


elde edilir. Dolay�s�yla iki durum ortaya ç�kar. a 6= 1 iken

X(z) = Re


λz + i−1+cosh(az)

a

cosh(z) + i (aλ+µ) cosh(az) sinh(z)−(λ+aµ) cosh(z) sinh(az)
a2−1

sinh(z) + i (aλ+µ)(cosh(az) cosh(z)−1)−(λ+aµ) sinh(z) sinh(az)
a2−1


elde edilir. Böylece yüzeyin parametrik denklemi

A(v) = (aµ+ λ) cos(v) sin(av)− (µ+ aλ) sin(v) cos(av)

B(v) = (aµ+ λ) sin(v) cos(av)− (µ+ aλ) cos(v) sin(av)

olmak üzere;

X(u, v) =


λu− sinh(au) sin(av)

a

cosh(u) cos(v) + cosh(u) cosh(au)A(v)+sinh(u) sinh(au)B(v)
a2−1

sinh(u) cos(v) + sinh(u) cosh(au)A(v)+cosh(u) sinh(au)B(v)
a2−1

 (4.11)

dir. a = 1 durumunda

X(z) = Re


λz + i(−1 + cosh(z))

cosh(z) + i−2z(λ+µ)+(λ−µ) sinh(2z)
4

sinh(z) + i (λ−µ) sinh
2(z)

2


ve Björling yüzeyi

X(u, v) =


λu− sinh(u) sin(v)

1
4
(µ− λ) cosh(2u) sin(2v) + cosh(u) cos(v) + (µ+λ)v

2

sinh(u) cos(v)((µ− λ) cosh(u) sin(v) + 1)

 (4.12)
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�ekil 4.4 a = 1, λ = 2 ve µ =
√

3 için spacelike eksenli I. tip helisi içeren maksimal

yüzey

dir. Holomorf 1-formlar

ψ1 = (λ+ i sinh(az)) dz

ψ2 = (sinh(z) + i(λ sinh(z) sinh(az)− µ cosh(z) cosh(az))) dz

ψ3 = (cosh(z) + i(λ cosh(z) sinh(az)− µ sinh(z) cosh(az))) dz

olur. Burada elde edilen trigonometrik fonksiyonlar üstel dönü³ümler cinsinden

yaz�ld�ktan sonra ez → z (dz → dz/z) de§i³ken de§i³tirmesi yap�l�rsa

ψ1 =
iz2a + 2λza − i

2za+1
dz

ψ2 =
i(λ− µ)(z2a+2 + 1)− i(λ+ µ)(z2a + z2) + 2za+2 − 2za

4za+2
dz

ψ3 =
i(λ− µ)(z2a+2 − 1) + i(λ+ µ)(z2a − z2) + 2za+2 + 2za

4za+2
dz

³eklinde ifade edilir ve holomorf formlar C − {0} üzerinde tan�ml�d�r. a = n ∈ N

olmas� ve n 6= 1 durumunda ψk holomorf formlar�n�n periyodu yoktur. Yaln�zca

n = 1 için ψ2 reel periyoda sahiptir. Yüzeyin Weierstrass verisi

ω =
(λ− µ)(z2n+2 + 1)− (µ+ λ) (z2n + z2) + 2i(zn+1 − zn+2 + zn − z) + 4λzn+1

4zn+2
dz

g =
− (µ+ λ) (z2n − z2) + (µ− λ) (z2n+2 − 1) + 2i(zn+2 + zn)

−i (µ+ λ) (z2n + z2)− i (µ− λ) (z2n+2 + 1) + 4iλzn+1 − 2(z2n+1 − zn+2 + zn − z)

dir.
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II. Tip helis eğrisi

II. tip helis e§risinin normal ve binormal vektörleri, µ =
√
λ2 + 1 olmak üzere;

n = (0, sinh(t), cosh(t)), b =
1

µ
(1,−λ cosh(t),−λ sinh(t))

dir. Birim timelike vektör alan� V = cosh(ϑ(t))n + sinh(ϑ(t))b dir.

1. Durum : ϑ(t) = b ∈ R için V vektör alan�

V (z) =


1
µ

sinh(b)

cosh(b) sinh(z)− λ
µ

cosh(z) sinh(b)

cosh(b) cosh(z)− λ
µ

sinh(z) sinh(b)


ve

V (z)× α′(z) =


− cosh(b)

−µ sinh(z) sinh(b) + λ cosh(b) cosh(z)

−µ sinh(b) cosh(z) + λ cosh(b) sinh(z)


olup maksimal yüzeyin parametrik denklemi

X(u, v) =


λu+ v cosh(b)

sinh(u) cos(v) + sin(v) (µ sinh(b) sinh(u)− λ cosh(b) cosh(u))

cosh(u) cos(v) + sin(v) (µ sinh(b) cosh(u)− λ cosh(b) sinh(u))


olarak elde edilir. I. tip helis e§risinde oldu§u gibi (1, 0, 0) eksenli helikoidal hareket

alt�nda ∀τ ∈ R için Φt(τ) ·X(u, v) = X(u + τ, v) e³itli§i sa§lan�r. Dolay�s�yla elde

edilen yüzey bir helikoidal yüzeydir.

2. Durum : ϑ(t) = at, a 6= 0

V × α′ =


− cosh(az)

λ cosh(az) cosh(z)− µ sinh(az) sinh(z)

λ cosh(az) sinh(z)− µ sinh(az) cosh(z)


olup integralin al�nmas� ile iki durum ortaya ç�kar. a 6= 1 durumunda Björling yüzeyi

X(z) = Re


λz − i sinh(az)

a

sinh(z) + i (aλ+µ) cosh(z) sinh(az)−(λ+aµ) cosh(az) sinh(z)
a2−1

cosh(z) + i (aλ+µ) sinh(z) sinh(az)−(λ+aµ)(cosh(z) cosh(az)−1)
a2−1
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elde edilir. Böylece maksimal yüzeyin parametrik denklemi

A(v) = (aµ+ λ) cos(v) sin(av)− (µ+ aλ) sin(v) cos(av)

B(v) = (aµ+ λ) sin(v) cos(av)− (µ+ aλ) cos(v) sin(av)

olmak üzere;

X(u, v) =


λu+ cosh(au) sin(av)

a

sinh(u) cos(v) + sinh(u) sinh(au)A(v)+cosh(u) cosh(au)B(v)
a2−1

cosh(u) cos(v) + cosh(u) sinh(au)A(v)+sinh(u) cosh(au)B(v)
a2−1

 (4.13)

olarak bulunur. E§er a = 1 ise

X(z) = Re


λz − i sinh(z)

sinh(z) + i z(λ+µ)+(λ−µ) cosh(z) sinh(z)
2

cosh(z) + i (λ−µ) sinh
2(z)

2


olup yüzeyin parametrik denklemi

X(u, v) =


λu+ cosh(u) sin(v)

(µ−λ) cosh(2u) sin(2v)
4

+ sinh(u) cos(v)− (µ+λ)v
2

cosh(u) cos(v)((µ− λ) sinh(u) sin(v) + 1)

 (4.14)

³eklindedir. Holomorf 1-formlar

�ekil 4.5 a = 1, λ = 1 ve µ =
√

2 için spacelike eksenli II. tip helisi içeren maksimal

yüzey
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ψ1 = (λ− i cosh(az)) dz

ψ2 = (cosh(z) + i(λ cosh(z) cosh(az)− µ sinh(z) sinh(az))) dz

ψ3 = (sinh(z) + i(λ sinh(z) cosh(az)− µ cosh(z) sinh(az))) dz

olarak hesaplan�r. Holomorf formlar üstel dönü³ümler cinsinden

ψ1 =

(
−1

2
ie−az − 1

2
ieaz + λ

)
dz

ψ2 =

(
i(λ− µ)(e2(a+2)z + 1) + i(λ+ µ)(e2az + e2z) + 2e(a+2)z + 2eaz

4e(a+1)z

)
dz

ψ3 =

(
i(λ− µ)(e2(a+2)z − 1)− i(λ+ µ)(e2az − e2z) + 2e(a+2)z − 2eaz

4e(a+1)z

)
dz

³eklinde bulunur ve ez → z (dz → dz/z) de§i³ken de§i³tirmesi yap�l�rsa

ψ1 =
−iz2a + 2λza − i

2za+1
dz

ψ2 =
i(λ− µ)(z2a+2 + 1) + i(λ+ µ)(z2a + z2) + 2za+2 + 2za

4za+2
dz

ψ3 =
i(λ− µ)(z2a+2 − 1)− i(λ+ µ)(z2a − z2) + 2za+2 − 2za

4za+2
dz

bulunur. a = n ∈ N, n 6= 1 için ψk holomor�k formlar� reel periyoda sahip de§ildir.

n = 1 durumunda ise yaln�zca ψ2 reel periyoda sahiptir ve Weierstrass verisi

ω =
(λ− µ) (z2n+2 + 1) + (µ+ λ) (z2n + z2) + 4λzn+1 − 2i(zn+2 + z2n+1 + zn + z)

4zn+2
dz

g =
i (µ+ λ) (z2n − z2) + i (µ− λ) (z2n+2 − 1)− 2(zn+2 − zn)

(µ− λ) (z2n+2 + 1)− (µ+ λ) (z2n + z2)− 4λzn+1 + 2i(zn+2 + z2n+1 + zn + z)

dir.
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5. TARTI�MA VE SONUÇ

Kompleks de§i³kenler yard�m�yla çözümü verilen Björling problemi minimal ve mak-

simal yüzey üretmek için yeni bir yöntem olmu³tur. Öklid uzay�nda bu yöntemle elde

edilmi³ minimal yüzey örnekleri literatürde mevcuttur ancak ayn� durum Lorentz

uzay� için geçerli de§ildir. R3 uzay�nda minimal yüzeyler ile L3 uzay�nda maksimal

yüzeyler benzer özelliklere sahip olmas�na ra§men L3 uzay�nda vektörler üç farkl�

causal karaktere sahip olduklar�ndan bu uzayda çal�³mak R3 uzay�nda çal�³maktan

biraz daha zor olabilir.

Bu tez çal�³mas�nda L3 uzay�nda maksimal yüzeylere yeni örnekler verilmi³tir (López

ve Kaya 2017). Çal�³ma boyunca Björling probleminden yararlan�lm�³ ve yüzeyler

parametrik denklemleri ile aç�k bir ³ekilde elde edilmi³tir. Ayr�ca daha önce Kobayashi

taraf�ndan verilen maksimal dönel yüzeyler, dördüncü bölümde elde edilen yüzey-

lerin özel hali olarak bulunmu³tur. Björling formülünde yer alan integrali hesapla-

mak ve bunun sonucunda elde edilen kompleks fonksiyonun reel k�sm�n� bulmak için

Mathematica program�ndan yararlan�lm�³t�r. Yine bu program yard�m�yla üretilen

yüzeylerin ortalama e§riliklerinin s�f�ra e³it olduklar� kontrol edilmi³, yüzeyler ve

yüzeylerin elde edilmesi için kullan�lan e§riler çizilmi³tir.

L3 uzay�nda maksimal yüzey elde etmek için Björling probleminin çözümünde kom-

pleks say�lar kullan�lm�³, timelike minimal yüzey elde etmek için ise split kompleks

say�lar kullanm�³t�r. Dolay�s�yla timelike yüzeylerde var olan metrik de göz önüne

al�narak timelike minimal yüzey örnekleri de elde edilebilir. Ancak timelike yüzey

üzerinde hem spacelike hem de timelike e§riler olabilece§i için timelike minimal

yüzeyler çal�³�l�rken daha fazla durumla kar³�la³�lmaktad�r. E§er yüzey üretmek

için al�nan ba³lang�ç e§risi spacelike (ya da timelike) ise spacelike (ya da timelike)

Björling problemi olarak adland�r�l�r ve bu problemin çözümü tektir. E§er ba³lang�ç

e§risi null bir e§ri ise Björling probleminin bir tek çözümü yoktur (Chaves vd. 2011).

Bu tez çal�³mas�nda oldu§u gibi çember e§risini içeren timelike minimal yüzeyler

içerisinde özel durumlarda timelike eliptik, hiperbolik ve parabolik katenoid yüzey-

leri de elde edilir. Ayr�ca e§rinin bir helis e§risi olarak al�n�p üretilen yüzeylerden

baz�lar�n�n timelike minimal helikoidal yüzey olmas� beklenir.

66



KAYNAKLAR

Ahlfors, L. V., Sario, L. 1960. Riemann surfaces. Princeton University Press, 384,

Princeton, New Jersey.

Alías, L., Chaves, R.M.B., Mira, P. 2003. Björling problem for maximal surfaces

in Lorentz-Minkowski space. Math. Proc. Camb. Phil. Soc., 134, 289�

316.

Araujo, H., Leite, M. L. 2009. How many maximal surfaces do correspond to one

minimal surface?. Math. Proc. Camb. Phil. Soc., 146, 165-175.

Barbosa, J. L., Colares, A. G. 1986. Lectures note in mathematics, Minimal surfaces

in R3. Springer, Berlin Heidelberg, New York.

Björling, E. G. 1844. In integrationem aequationis derivatarum partialum super�ci,

cujus in puncto unoquoque principales ambo radii curvedinis aequales

sunt sngoque contrario. Arch. Math. Phys., 4(1), 290-315.

Brander, D., Dorfmeister, J. F. 2010. The Björling problem for non-minimal

constant mean curvature surfaces. Comm. Anal. Geom., 18, 171�194.

Brown, J. W., Churchill, R.V. 1984. Complex variables and applications. McGraw-

Hill Book Company, Inc., 468, New York.

Calabi, E. 1970. Examples of Bernstein problems for some nonlinear equations.

Proc. Sympos. Pure Math., 15, 223-230.

Chaves, R. M. B., Dussan, M. P., Magid, M. 2011. Björling problem for timelike

surfaces in the Lorentz-Minkowski space. J. Math. Anal. Appl., 377,

481-494.

Cintra, A. A., Mercuri, F., Onnis, I. I. 2016. The Björling problem for minimal

surfaces in a Lorentzian three-dimensional Lie group. Ann. Mat. Pura

Appl., 195, 95-110.

Dierkes, U., Hildebrant, S., Küster, A., Wohlrab, O. 1992. Minimal surfaces I.

A series of comprehensive studies in mathematics. Springer-Verlag, 507,

New York.

Do Carmo, P. M. 1976. Di�erential geometry of curves and surfaces, Prentice-Hall,

503, New Jersey.

67



Estudillo, F.J.M., Romero, A. 1992. Generalized maximal surfaces in Lorentz-

minkowski space L3. Math. Proc. Camb. Phil. Soc., 111, 515�524.

Gray, A., Abbena, E., Salamon, S. 1998. Modern di�erential geometry of curves

and surfaces with mathematica R©. Third edition. Studies in Advanced

Mathematics. Chapman and Hall/CRC, 996, Boca Raton, FL.

Güner, Y.R. 2016. Üç yönlü periyodik minimal yüzeyler ile olu³turulan bir tasar�m

önerisi, Yüksek Lisans Tezi, �stanbul Teknik Üniversitesi, Fen Bilimleri

Enstitüsü, Bili³im Anabilim Dal�, 121, �stanbul.

Kim, Y. W., Koh, S. E., Shin, H., Yang, S. D. 2011. Spacelike maximal surfaces,

timelike minimal surfaces, and Björling representation formulae. J. Ko

rean Math. Soc., 48(5), 1083-1100.

Kobayashi, O. 1983. Maximal surfaces in the 3-dimensional Minkowski Space L3.

Tokyo J. Math., 6, 297�309.

Lee, H. 2011. Extensions of the duality between minimal surfaces and maximal

surfaces. Geom. Dedicata., 151, 373-386.

López, F. J., López, R., Souam, R. 2000. Maximal Surfaces of riemann type in

LorentzMinkowski Space L3. Michigan Math. J., 47, 469�497.

López, R. 2014. Di�erential geometry of curves and surfaces in Lorentz-Minkowski

space. Int. Electron. J. Geom., 7, 44�107.

López, R. ve Kaya, S. 2017. New examples of maximal surfaces in Lorentz-Minkowski

Space. Kyushu J. Math., 71(2), 311�327.

López, R. ve Weber, M. 2018. Explicit Björling surfaces with prescribed geometry.

Michigan Math. J., 67(3), 561�584

Meeks III, W.H. ve Weber, M. 2007. Bending the helicoid. Math. Ann., 339, 783�

798.

Mira, P. 2006. Complete minimal Möbius strips in Rn and the Björling problem. J.

Geom. Phys., 56, 1506�1515.

Nitsche, J. C. C. 1989. Lectures on minimal surfaces. Cambridge university press,

592, New York.

Oprea, J. 2000. The Mathematics of soap �lms. Explorations with maple, Student

Math. Library, 10, Amer. Math. Soc., Providence.

68



Osserman, R. 1989. A Survey of Minimal Surfaces, Cambridge university press, 207,

New York.

Pérez, J. 2017. A new golden age of minimal surfaces. Notices Amer. Math. Soc.,

64(4), 347-358.

Schwarz, H. A. 1890. Gesammelte Mathematische Abhandlungen. Springer-Verlag,

396, Berlin.

Spivak, M. 1979. A comprehensive introduction to di�erential geometry, vol.4,

Berkeley.

Weber, M. Minimal Surfaces. Bloomington's virtual minimal surface museum.

Web sitesi: http://www.indiana.edu/ minimal/

69


